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MỘT SỐ KÝ HIỆU

THƯỜNG DÙNG TRONG LUẬN ÁN

N tập hợp các số nguyên dương
N0 tập hợp các số tự nhiên
R tập hợp các số thực
x := y x được định nghĩa bằng y
n phần tử n := (n1, n2, ..., nd) ∈ Nd

0
1 phần tử 1 := (1, 1, ..., 1) ∈ Nd

n− 1 phần tử n− 1 := (n1 − 1, n2 − 1, ..., nd − 1) ∈ Nd
0

2n phần tử 2n := (2n1, 2n2, ..., 2nd) ∈ Nd

α phần tử α := (α1, α2, ..., αd) ∈ Rd

αmin giá trị αmin := min{αi : i = 1, 2, ..., d}
|n(α)| giá trị |n(α)| := nα1

1 n
α2

2 ... n
αd
d

|n| giá trị |n| := |n(1)| = n1n2...nd
n→∞ ni →∞ với mọi i = 1, 2, ..., d
m � n mi 6 ni với mọi i = 1, 2, ..., d
m ≺ n mi < ni với mọi i = 1, 2, ..., d
∆(m) ∆(m) := {k : 2m � k ≺ 2m+1}
4bn sai phân của mảng {bn,n ∈ Nd} tại n ∈ Nd

E không gian Banach thực và khả ly
‖x‖ chuẩn của phần tử x ∈ E
B(E) σ-đại số Borel của E
(Ω,F ,P) không gian xác suất
EX kỳ vọng của biến ngẫu nhiên X
I(A) hàm chỉ tiêu của tập hợp A

h.c.c. hầu chắc chắn
tr. i trang thứ i trong tài liệu được trích dẫn
2 kết thúc chứng minh
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MỞ ĐẦU

1. Lý do chọn đề tài

1.1. Luật số lớn nói riêng, các định lý giới hạn trong lý thuyết xác suất

nói chung đã được nhiều nhà toán học quan tâm nghiên cứu. Luật số

lớn có nhiều ứng dụng trong thống kê, kinh tế, y học và một số ngành

khoa học thực nghiệm khác. Chính vì vậy, việc nghiên cứu luật số lớn

không chỉ có ý nghĩa lý thuyết mà còn có ý nghĩa thực tiễn to lớn.

1.2. A. N. Kolmogorov là người xây dựng lý thuyết xác suất bằng phương

pháp tiên đề và đã thiết lập luật số lớn nổi tiếng mang tên ông. Luật

số lớn đối với dãy các biến ngẫu nhiên tiếp tục được nhiều nhà toán

học như J. Marcinkiewicz, A. Zygmund, H. D. Brunk, Y. V. Prokhorov,

K. L. Chung, W. Feller,... quan tâm nghiên cứu. Cho đến nay, nghiên

cứu luật số lớn vẫn là một vấn đề có tính thời sự của lý thuyết xác suất.

1.3. Đối với mảng các biến ngẫu nhiên, cấu trúc nhiều chiều của tập

các chỉ số làm nảy sinh nhiều vấn đề. Trên tập các chỉ số, quan hệ thứ

tự thông thường không có tính chất tuyến tính; ta có thể xây dựng các

quan hệ thứ tự khác nhau; các dạng hội tụ có thể được xét khi max hoặc

min của các tọa độ tiến tới vô cùng... Các đặc điểm đó góp phần tạo nên

tính đa dạng của các kết quả nghiên cứu về luật số lớn đối với mảng các

biến ngẫu nhiên.

1.4. Các luật số lớn cổ điển chủ yếu tập trung nghiên cứu cho dãy một

chỉ số các biến ngẫu nhiên độc lập và nhận giá trị thực. Một hướng phát

triển các luật số lớn cổ điển là nghiên cứu về luật số lớn đối với dãy

và mảng các biến ngẫu nhiên nhận giá trị trong không gian Banach.

Các kết quả theo hướng nghiên cứu này thường có mối liên hệ chặt chẽ
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với lý thuyết hình học Banach và tạo ra sự giao thoa giữa lý thuyết xác

suất và giải tích hàm.

Với các lý do nêu trên, chúng tôi chọn đề tài nghiên cứu cho luận án

của mình là: “Các định lý giới hạn dạng luật số lớn đối với mảng

các biến ngẫu nhiên” .

2. Mục đích nghiên cứu

Mục đích của luận án là thiết lập các định lý giới hạn dạng luật số lớn

đối với mảng các biến ngẫu nhiên nhận giá trị trong không gian Banach

cho các trường hợp: có hoặc không có điều kiện về cấu trúc của mảng

các biến ngẫu nhiên và có hoặc không có điều kiện hình học của không

gian Banach.

3. Đối tượng nghiên cứu

Luật số lớn đối với mảng các biến ngẫu nhiên.

4. Phạm vi nghiên cứu

Luận án tập trung nghiên cứu các định lý giới hạn dạng luật số lớn

cho mảng các biến ngẫu nhiên bất kỳ nhận giá trị trong không gian

Banach thực và khả ly, mảng phù hợp, mảng hiệu martingale và mảng

hiệu martingale theo khối nhận giá trị trong không gian Banach p-khả

trơn, mảng các biến ngẫu nhiên độc lập, độc lập theo khối và mảng

các biến ngẫu nhiên p-trực giao theo khối nhận giá trị trong không gian

Banach Rademacher loại p.

5. Phương pháp nghiên cứu

Chúng tôi sử dụng phương pháp nghiên cứu lý thuyết trong khi thực

hiện đề tài. Về mặt kỹ thuật, chúng tôi sử dụng ba phương pháp cơ

bản trong chứng minh luật số lớn. Đó là phương pháp chặt cụt, phương

pháp sử dụng bất đẳng thức cực đại dạng bất đẳng thức Hájek-Rényi

và phương pháp dãy con.
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6. Ý nghĩa khoa học và thực tiễn

Các kết quả của luận án góp phần làm phong phú thêm cho hướng

nghiên cứu về các định lý giới hạn trong lý thuyết xác suất.

Luận án là tài liệu tham khảo cho sinh viên, học viên cao học và

nghiên cứu sinh chuyên ngành Lý thuyết xác suất và Thống kê toán học.

7. Tổng quan và cấu trúc luận án

7.1. Tổng quan về luận án

Luật yếu số lớn đầu tiên được chứng minh bởi một nhà toán học

người Thụy Sỹ là J. Bernoulli, kết quả này được công bố vào năm 1713

khi ông đã qua đời. Về sau, luật yếu số lớn của J. Bernoulli được mở

rộng bởi S. D. Poisson, J. Bienaymé, P. L. Chebyshev, A. A. Markov và

A. Y. Khinchin. Tuy nhiên, phải đến năm 1909 thì luật mạnh số lớn mới

được một nhà toán học người Pháp là E. Borel phát hiện và kết quả

này đã được A. N. Kolmogorov hoàn thiện (xem [1], [19]). Một trong

những kết quả khá sớm về luật mạnh số lớn là định lý của F. P. Cantelli

(xem [42]). Định lý này phát biểu rằng: Nếu dãy các biến ngẫu nhiên

{Xn, n > 1} độc lập và thỏa mãn điều kiện
∞∑
n=1

1

n2

( n∑
i=1

E(Xi − EXi)
4 +
( n∑
i=1

E(Xi − EXi)
2
)2
)
<∞

thì xảy ra luật mạnh số lớn

1

n

n∑
i=1

(Xi − EXi)→ 0 h.c.c. khi n→∞.

A. N. Kolmogorov đã thay thế điều kiện được đề cập trong định lý của

F. P. Cantelli bởi điều kiện
∑∞

n=1 E(Xn − EXn)2/n2 < ∞. Đồng thời,

A. N. Kolmogorov chỉ ra rằng nếu {Xn, n > 1} là một dãy các biến ngẫu

nhiên độc lập, cùng phân phối thì điều kiện cần và đủ để có luật mạnh

số lớn là các biến ngẫu nhiên đó có moment tuyệt đối bậc một hữu hạn.

Sau đó, kết quả này đã được J. Marcinkiewicz và A. Zygmund mở rộng.
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Một hướng phát triển các luật số lớn cổ điển là nghiên cứu về luật số

lớn đối với mảng các biến ngẫu nhiên. Đối với mảng các biến ngẫu nhiên

nhận giá trị thực, R. T. Smythe [59] đã chứng minh luật mạnh số lớn

Kolmogorov; luật số lớn Marcinkiewicz-Zygmund cũng đã được nghiên

cứu bởi A. Gut [15], A. Gut và U. Stadtmüller [18], D. H. Hong và

S. Y. Hwang [24], D. H. Hong và A. Volodin [26], E. B. Czerebak-

Mrozowicz, O. I. Klesov và Z. Rychlik [7]. Luật yếu số lớn đối với mảng

các biến ngẫu nhiên nhận giá trị trong không gian Banach đã được nhiều

tác giả quan tâm. Một số kết quả theo hướng nghiên cứu này thuộc về

L. Zhang [67], D. H. Hong, M. Ordóñez Cabrera, S. H. Sung và A. Volodin

[25], A. Rosalsky và M. Sreehari [51], A. Rosalsky và A. Volodin [55].

Gần đây, luật mạnh số lớn đối với mảng các biến ngẫu nhiên nhận giá trị

trong không gian Banach đã được nghiên cứu bởi J. Hoffmann-Jørgensen,

K. L. Su và R. L. Taylor [23], A. Kuczmaszewska [32], T. Tómács [62],

K. L. Su [60], Z. A. Lagodowski [33].

Trong nước, luật số lớn đối với mảng các biến ngẫu nhiên cũng đã

được một số tác giả như Nguyễn Duy Tiến, Nguyễn Văn Giang, Nguyễn

Văn Hùng, Nguyễn Văn Quảng, Lê Văn Thành, Lê Văn Dũng,... nghiên

cứu. Một số kết quả liên quan trực tiếp đến luận án có thể tìm thấy

trong các bài báo [47], [49], [52], [53], [61].

Trong luận án này, chúng tôi nghiên cứu các định lý giới hạn dạng

luật số lớn đối với mảng các biến ngẫu nhiên nhận giá trị trong không

gian Banach cho các trường hợp: có hoặc không có điều kiện về cấu trúc

của mảng các biến ngẫu nhiên và có hoặc không có điều kiện hình học

của không gian Banach.

Trước hết chúng tôi giới thiệu khái niệm mảng hiệu martingale và

chứng minh một bất đẳng thức cực đại dạng bất đẳng thức Doob đối với

mảng hiệu martingale. Chúng tôi cũng chứng minh một bất đẳng thức

cực đại dạng bất đẳng thức Hájek-Rényi đối với mảng các biến ngẫu
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nhiên. Sử dụng những kết quả này cùng với việc bổ sung các tính chất

hình học của không gian Banach, chúng tôi nhận được các đặc trưng của

không gian Banach p-khả trơn và không gian Banach Rademacher loại p

dưới dạng bất đẳng thức moment đối với mảng các biến ngẫu nhiên.

Đối với luật yếu số lớn, dựa vào các bất đẳng thức moment đối với

mảng hiệu martingale, mảng hiệu martingale theo hàng và phương pháp

chặt cụt, chúng tôi mở rộng tiêu chuẩn hội tụ suy biến cho trường hợp

|n| → ∞ đối với mảng phù hợp và mảng phù hợp theo hàng, nhận giá trị

trong không gian Banach p-khả trơn. Điểm lưu ý trong phần chứng minh

là cách xây dựng mảng hiệu martingale và mảng hiệu martingale theo

hàng tương ứng từ mảng phù hợp và mảng phù hợp theo hàng. Sử dụng

những kết quả này, chúng tôi thu được luật yếu số lớn Kolmogorov-Feller

đối với mảng phù hợp và mảng phù hợp theo hàng, nhận giá trị trong

không gian Banach p-khả trơn với giả thiết các biến ngẫu nhiên đó bị

trội ngẫu nhiên.

Đối với luật mạnh số lớn, chúng tôi tiến hành nghiên cứu cho cả hai

trường hợp n → ∞ và |n| → ∞. Về luật mạnh số lớn cho trường hợp

n→∞, chúng tôi đưa ra điều kiện để một mảng các biến ngẫu nhiên bất

kỳ, nhận giá trị trong một không gian Banach tùy ý tuân theo luật mạnh

số lớn tổng quát. Sử dụng kết quả này, chúng tôi nhận được các đặc trưng

của không gian Banach p-khả trơn và không gian Banach Rademacher

loại p dưới dạng luật mạnh số lớn tổng quát. Đối với luật mạnh số lớn

cho trường hợp |n| → ∞, sử dụng phương pháp dãy con, chúng tôi

thiết lập luật mạnh số lớn Kolmogorov đối với mảng hiệu martingale

nhận giá trị trong không gian Banach p-khả trơn. Chúng tôi cũng đưa

ra điều kiện để một mảng các biến ngẫu nhiên bất kỳ tuân theo luật

mạnh số lớn. Sử dụng kết quả này cùng với việc bổ sung các giả thiết

ràng buộc đối với mảng các biến ngẫu nhiên và tính chất hình học của

không gian Banach, chúng tôi mở rộng một số luật mạnh số lớn đối với
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mảng có cấu trúc ràng buộc theo khối. Đó là luật mạnh số lớn Brunk-

Prokhorov đối với mảng hiệu martingale theo khối nhận giá trị trong

không gian Banach p-khả trơn và mảng các biến ngẫu nhiên độc lập theo

khối nhận giá trị trong không gian Banach Rademacher loại p, luật số lớn

dạng luật số lớn Rademacher-Menshov đối với mảng các biến ngẫu nhiên

p-trực giao theo khối nhận giá trị trong không gian Banach Rademacher

loại p.

Các kết quả chính của luận án đã được trình bày tại Đại hội Toán

học Việt Nam lần thứ 7 (Đại học Quy Nhơn, 8/2008), Hội nghị khoa học

kỷ niệm “Nửa thế kỷ Trường Đại học Vinh anh hùng” (Đại học Vinh,

10/2009), Hội nghị toàn quốc lần thứ 4 về xác suất và thống kê (Đại học

Vinh, 5/2010), Hội thảo khoa học nghiên cứu sinh của Trường Đại học

Vinh (Đại học Vinh, 12/2010), Seminar của Bộ môn Xác suất thống kê

và Toán ứng dụng thuộc Khoa Toán học, Trường Đại học Vinh (Đại học

Vinh, 6/2011). Phần lớn các kết quả này đã được công bố trên các tạp chí

Journal of Probability and Statistical Science, Statistics and Probability

Letters, Sankhyā: The Indian Journal of Statistics, Lobachevskii Journal

of Mathematics và Journal of Inequalities and Applications.

7.2. Cấu trúc của luận án

Ngoài các phần Một số ký hiệu thường dùng trong luận án, Mở đầu,

Kết luận chung và kiến nghị, Danh mục công trình liên quan trực tiếp

đến luận án và Tài liệu tham khảo, phần nội dung chính của luận án

được trình bày trong ba chương.

Chương 1 được dành để giới thiệu khái niệm mảng hiệu martingale và

chứng minh một số bất đẳng thức moment đối với mảng các biến ngẫu

nhiên. Mục 1.1 trình bày phần kiến thức chuẩn bị bao gồm các ký hiệu và

khái niệm cơ bản cùng với bốn bổ đề liên quan đến nội dung của cả luận

án. Mục 1.2 trình bày khái niệm mảng hiệu martingale. Mục 1.3 được

dành để chứng minh một số bất đẳng thức moment đối với mảng các biến
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ngẫu nhiên cho cả hai trường hợp: có và không có điều kiện hình học của

không gian Banach. Các kết quả chính của Chương 1 là Định nghĩa 1.2.3,

Định lý 1.3.1, Định lý 1.3.3, Định lý 1.3.4 và Định lý 1.3.6.

Chương 2 trình bày về luật yếu số lớn đối với mảng phù hợp và mảng

phù hợp theo hàng cho trường hợp |n| → ∞. Mục 2.1 được dành để

thiết lập tiêu chuẩn hội tụ suy biến và luật yếu số lớn Kolmogorov-

Feller đối với mảng phù hợp nhận giá trị trong không gian Banach

p-khả trơn. Mục 2.2 tiếp tục nghiên cứu những vấn đề tương tự như

trong Mục 2.1 đối với mảng phù hợp theo hàng. Các kết quả chính của

Chương 2 là Định lý 2.1.1, Định lý 2.1.9, Định lý 2.2.5 và Định lý 2.2.7.

Chương 3 trình bày về luật mạnh số lớn đối với mảng các biến ngẫu

nhiên cho hai trường hợp n→∞ và |n| → ∞. Mục 3.1 trình bày phần

kiến thức chuẩn bị bao gồm các ký hiệu và khái niệm cùng với bốn bổ

đề bổ trợ liên quan đến nội dung của hai mục tiếp theo. Mục 3.2 được

dành để nghiên cứu luật mạnh số lớn tổng quát đối với mảng các biến

ngẫu nhiên cho trường hợp n → ∞. Mục 3.3 được dành để mở rộng

luật mạnh số lớn Kolmogorov cho mảng hiệu martingale nhận giá trị

trong không gian Banach p-khả trơn và chứng minh một số dạng luật

mạnh số lớn đối với mảng các biến ngẫu nhiên có cấu trúc ràng buộc

theo khối cho trường hợp |n| → ∞. Các kết quả chính của Chương 3 là

Định lý 3.2.4, Định lý 3.2.6, Định lý 3.2.8, Định lý 3.3.1, Định lý 3.3.6,

Định lý 3.3.12, Định lý 3.3.16 và Định lý 3.3.18.
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CHƯƠNG 1

MẢNG HIỆU MARTINGALE

VÀ MỘT SỐ BẤT ĐẲNG THỨC MOMENT

Trong chương này, chúng tôi giới thiệu khái niệm mảng hiệu

martingale và thiết lập một số bất đẳng thức moment đối với mảng

các biến ngẫu nhiên. Các kết quả chính của chương được viết dựa trên

các bài báo [28], [45] và [46].

1.1. Các kiến thức chuẩn bị

Mục này trình bày phần kiến thức chuẩn bị bao gồm các ký hiệu và

khái niệm cùng với bốn bổ đề liên quan đến nội dung của cả luận án.

Ta ký hiệu N là tập các số nguyên dương, N0 là tập các số tự

nhiên, R là tập các số thực và R+ là tập các số thực dương. Giả sử

d ∈ N, những phần tử thuộc Nd
0: (0, 0, ..., 0), (1, 1, ..., 1), (m1,m2, ...,md),

(n1, n2, ..., nd), (n1 + 1, n2 + 1, ..., nd + 1), (n1 − 1, n2 − 1, ..., nd − 1),

(2n1, 2n2, ..., 2nd) lần lượt được ký hiệu bởi 0, 1,m, n, n+1, n−1, 2n. Giả

sử α = (α1, α2, ..., αd) ∈ Rd, ta ký hiệu αmin = min{αi : i = 1, 2, ..., d},
αmax = max{αi : i = 1, 2, ..., d}, |n(α)| = nα1

1 n
α2

2 ... n
αd
d và |n| = |n(1)|.

Với m,n ∈ Nd
0, ta viết m � n hoặc n � m (tương ứng, m ≺ n) nếu

mi 6 ni (tương ứng, mi < ni) với mọi i = 1, 2, ..., d. Giới hạn n → ∞
được hiểu là ni →∞ với mọi i = 1, 2, ..., d. Rõ ràng n→∞ tương đương

với nmin →∞.

Giả sử A là một tập hợp, ta ký hiệu I(A) là hàm chỉ tiêu của tập A,

2A là tập hợp tất cả các tập con của A và card(A) là lực lượng của A.
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Trong luận án này, các ký hiệu o và O được sử dụng với ý nghĩa thông

thường như trong giải tích cổ điển; C là một hằng số dương và giá trị

của nó có thể khác nhau giữa các lần xuất hiện. Để khẳng định hằng

số C chỉ phụ thuộc vào p, ta dùng cách viết C = C(p). Ta cũng luôn

giả thiết rằng E là không gian Banach thực và khả ly; B(E) là σ-đại

số Borel của E; (Ω,F ,P) là không gian xác suất đầy đủ; các biến ngẫu

nhiên đều nhận giá trị trong E.

Giả sử X là một biến ngẫu nhiên, G là một σ-đại số con của F .
Kỳ vọng của biến ngẫu nhiên X được định nghĩa là tích phân Bochner

của X (nếu tồn tại) và được ký hiệu là EX. Kỳ vọng có điều kiện của

biến ngẫu nhiên X đối với G (nếu tồn tại) là biến ngẫu nhiên Y sao cho

Y là G/B(E) đo được và E(Y IA) = E(XIA) với mọi A ∈ G. Kỳ vọng có

điều kiện của biến ngẫu nhiên X đối với G được ký hiệu là E(X|G).
Biến ngẫu nhiên X được gọi là một biến ngẫu nhiên khả tích Bochner

nếu E‖X‖ < ∞. Chú ý rằng nếu biến ngẫu nhiên X khả tích Bochner

thì tồn tại kỳ vọng EX và kỳ vọng có điều kiện E(X|G) với mọi G
là σ-đại số con của F . Những đề cập chi tiết về kỳ vọng, kỳ vọng có điều

kiện và các tính chất của chúng có thể tìm thấy trong hai tài liệu [10]

và [56].

Giả sử {bn,n ∈ Nd} là một mảng các số thực. Sai phân của mảng

{bn,n ∈ Nd} tại n ∈ Nd được ký hiệu là 4bn và được định nghĩa

4bn :=
∑

k∈Θ(n)

(−1)
∑d

i=1(ni−ki) bk,

trong đó Θ(n) = {k ∈ Nd
0 : k � n � k + 1} và quy ước bk = 0 nếu

|k| = 0.

Dễ thấy rằng card
(
Θ(n)

)
= 2d; nếu d = 1 thì 4bi = bi − bi−1 với

mọi i > 1; nếu d = 2 thì 4bij = bij − bi,j−1 − bi−1,j + bi−1,j−1 với mọi

i > 1, j > 1. Một tính chất quan trọng của sai phân sẽ được sử dụng

trong luận án là bn =
∑

1�k�n4bk với mọi n ∈ Nd. Hơn nữa, nếu tồn
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tại mảng các số thực {an,n ∈ Nd} sao cho bn =
∑

1�k�n ak với mọi

n ∈ Nd thì 4bn = an với mọi n ∈ Nd.

1.1.1 Định nghĩa. Ta nói rằng mảng {xn,n ∈ Nd} ⊂ E hội tụ tới

x ∈ E khi n → ∞ nếu với mọi ε > 0, tồn tại n0 ∈ N sao cho với mọi

n ∈ Nd mà nmin > n0, thì ‖x− xn‖ < ε.

Khi đó ta ký hiệu lim
n→∞

xn = x hoặc xn → x khi n→∞.

1.1.2 Chú ý. Liên quan đến sự hội tụ của chuỗi bội, chúng ta thống

nhất ký hiệu ∑
n∈Nd

xn := lim
n→∞

∑
k�n

xk.

1.1.3 Định nghĩa. Ta nói rằng mảng {xn,n ∈ Nd} ⊂ E hội tụ tới

x ∈ E khi |n| → ∞ nếu với mọi ε > 0, tồn tại n0 ∈ N sao cho với mọi

n ∈ Nd mà |n| > n0, thì ‖x− xn‖ < ε.

Khi đó ta ký hiệu lim
|n|→∞

xn = x hoặc xn → x khi |n| → ∞.

1.1.4 Nhận xét.

(i) xn → x khi |n| → ∞ khi và chỉ khi với mọi ε > 0, hầu hết xn đều

thỏa mãn ‖x − xn‖ < ε. Nói cách khác, chỉ có hữu hạn xn thỏa mãn

‖x− xn‖ > ε. Điều này cũng đảm bảo rằng mảng {xn,n ∈ Nd} bị chặn
(supn∈Nd ‖xn‖ <∞).

(ii) xn → x khi |n| → ∞ khi và chỉ khi với mọi ε > 0, tồn tại n0 ∈ N
sao cho với mọi n ∈ Nd thỏa mãn nmax > n0, thì ‖x − xn‖ < ε. Do đó

xn → x khi |n| → ∞ kéo theo xn → x khi n→∞. Nói chung, hai dạng

hội tụ này không trùng nhau khi d > 1.

1.1.5 Định nghĩa. Mảng các số thực {bn,n ∈ Nd} được gọi là một

mảng không giảm (tương ứng, mảng không tăng) nếu nó không giảm

(tương ứng, không tăng) theo quan hệ thứ tự �, nghĩa là bm 6 bn

(tương ứng, bm > bn) với mọi m � n (m,n ∈ Nd).
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1.1.6 Định nghĩa. ([32], [55]) Mảng các biến ngẫu nhiên {Xn,n ∈ Nd}
được gọi là một mảng bị trội ngẫu nhiên bởi biến ngẫu nhiên X nếu tồn

tại một hằng số C > 0 sao cho với mọi t > 0 và mọi n ∈ Nd thì

P(‖Xn‖ > t) 6 C P(‖X‖ > t).

Rõ ràng, nếu {Xn,n ∈ Nd} là một mảng các biến ngẫu nhiên cùng

phân phối thì nó là một mảng bị trội ngẫu nhiên bởi X1.

1.1.7 Định nghĩa. ([64], tr. 277) Không gian Banach E được gọi là

một không gian p-trơn đều (1 6 p 6 2) nếu môđun trơn ρ(τ) thỏa mãn

ρ(τ) = O(τp) (khi τ → 0), trong đó môđun trơn được định nghĩa

ρ(τ) := sup
{‖x+ y‖+ ‖x− y‖

2
− 1: x, y ∈ E, ‖x‖ = 1, ‖y‖ = τ

}
.

1.1.8 Nhận xét.

(i) Từ bất đẳng thức tam giác ta có môđun trơn ρ(τ) 6 τ với mọi

τ > 0. Do đó, với 1 6 p 6 2, điều kiện ρ(τ) = O(τp) tương đương với

điều kiện tồn tại hằng số C > 0 sao cho ρ(τ) 6 Cτp với mọi τ > 0. Hơn

nữa, những lập luận này đủ để khẳng định rằng mọi không gian Banach

là không gian 1-trơn đều.

(ii) J. Lindenstrauss trong [35, Hệ quả] (xem thêm [63, Hệ quả 2.1])

chỉ ra rằng ρ(τ) >
√
τ2 + 1− 1 với mọi τ > 0. Do đó, không thể tồn tại

p > 2 để ρ(τ) = O(τp). Vì vậy, Định nghĩa 1.1.7 không có ý nghĩa khi

p > 2.

(iii) Đối với không gian Lp các hàm có lũy thừa bậc p khả tích

(16p<∞), J. Lindenstrauss trong [35, tr. 243] (xem thêm [9, BổđềB1])

đã chỉ ra

ρ(τ) =

{
τp/p+O(τ2p) nếu 1 6 p 6 2,

(p− 1)τ2/2 +O(τ4) nếu 2 < p <∞.

Vì vậy, không gian Lp (1 6 p < ∞) là không gian min{2; p}-trơn đều.

Hơn nữa, điều này cũng đảm bảo rằng không gian `p các dãy có lũy thừa

bậc p khả tổng (1 6 p <∞) là không gian min{2; p}-trơn đều.
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(iv) Theo W. A. Woyczyński [63, Mệnh đề 2.2], không gian Banach

E là một không gian p-trơn đều (1 6 p 6 2) khi và chỉ khi tồn tại hằng

số C > 0 sao cho với mọi x, y ∈ E thì

‖x+ y‖p + ‖x− y‖p 6 2‖x‖p + C‖y‖p.

Do đó, từ đẳng thức bình hành ta khẳng định được mọi không gian

Hilbert là không gian 2-trơn đều. Đặc biệt, đường thẳng thực R là một

không gian 2-trơn đều. Trong trường hợp này, ρ(τ) =
√
τ2 + 1 − 1 với

mọi τ > 0 (xem [63, Hệ quả 2.1]). Hơn nữa, nếu E là một không gian

Banach p-trơn đều (1 < p 6 2) thì nó là một không gian r-trơn đều với

1 6 r < p. Chi tiết hơn, ta có đánh giá sau(
‖x+ y‖r + ‖x+ y‖r

)p/r
6 2p/r−1

(
2‖x‖p + C‖y‖p

)
6
(
2‖x‖r + C‖y‖r

)p/r
.

1.1.9 Định nghĩa. ([64], tr. 277) Không gian Banach E được gọi là một

không gian p-khả trơn (1 6 p 6 2) nếu tồn tại một chuẩn tương đương

với chuẩn ban đầu sao cho E cùng với chuẩn này trở thành một không

gian p-trơn đều.

1.1.10 Bổ đề. ([22], Định lý 2.2) Giả sử p là một số thực (1 6 p 6 2).

Khi đó các phát biểu sau là tương đương:

(i) E là một không gian Banach p-khả trơn.

(ii) Tồn tại hằng số dương C = C(p) sao cho với mọi hiệu martingale

{Xj,Fj, j > 1} nhận giá trị trong E thì

E
∥∥∥ i∑
j=1

Xj

∥∥∥p 6 C

i∑
j=1

E‖Xj‖p, i > 1. (1.1.1)

(iii) Với mọi hiệu martingale {Xj,Fj, j > 1} nhận giá trị trong E,

điều kiện
∞∑
j=1

E‖Xj‖p

jp
<∞ (1.1.2)
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kéo theo

1

i

i∑
j=1

Xj → 0 h.c.c. khi i→∞. (1.1.3)

1.1.11 Bổ đề. ([66], tr. 217) Giả sử p là một số thực (1 6 p 6 2). Khi

đó hai phát biểu sau là tương đương:

(i) E là một không gian Banach p-khả trơn.

(ii) Với mọi số thực q > 1, tồn tại hằng số dương C = C(p, q) sao cho

với mọi hiệu martingale {Xj,Fj, j > 1} nhận giá trị trong E thì

E
∥∥∥ i∑
j=1

Xj

∥∥∥q 6 C E
( i∑
j=1

‖Xj‖p
)q/p

, i > 1. (1.1.4)

1.1.12 Định nghĩa. ([34], tr. 246) Giả sử {rj, j > 1} là một dãy các

biến ngẫu nhiên độc lập, cùng phân phối và

P(r1 = 1) = P(r1 = −1) =
1

2
.

Không gian Banach E được gọi là một không gian Rademacher loại p

(1 6 p 6 2) nếu tồn tại một hằng số C > 0 sao cho với mọi i > 1 và

mọi vj ∈ E (1 6 j 6 i) thì

(
E
∥∥∥ i∑
j=1

rjvj

∥∥∥p)1/p
6 C

( i∑
j=1

‖vj‖p
)1/p

. (1.1.5)

1.1.13 Nhận xét.

(i) Theo M. Ledoux và M. Talagrand trong [34, tr. 246], bất đẳng

thức (1.1.5) có thể được thay thế bởi(
E
∥∥∥ i∑
j=1

rjvj

∥∥∥q)1/q
6 C

( i∑
j=1

‖vj‖p
)1/p

(1.1.6)

với q là một số thực dương bất kỳ.



15

Như vậy, không gian Banach E là một không gian Rademacher loại

p (1 6 p 6 2) nếu tồn tại hằng số C > 0 sao cho với mọi i > 1 và mọi

vj ∈ E (1 6 j 6 i) thì

E
∥∥∥ i∑
j=1

rjvj

∥∥∥ 6 C
( i∑
j=1

‖vj‖p
)1/p

.

Đây là cách định nghĩa về không gian Banach Rademacher loại p của

W. A. Woyczyński trong [65, Định nghĩa 1.1]. Hơn nữa, trong trường

hợp này, chúng ta có thể khẳng định được rằng nếu E là một không

gian Banach Rademacher loại p (1 < p 6 2) thì nó là một không gian

Rademacher loại r với 1 6 r < p. Chi tiết hơn, ta có đánh giá sau( i∑
j=1

‖vj‖p
)1/p
6
( i∑
j=1

‖vj‖r
)1/r

.

(ii) Trong trường hợp q = 2, bất đẳng thức (1.1.6) trở thành(
E
∥∥∥ i∑
j=1

rjvj

∥∥∥2)1/2
6 C

( i∑
j=1

‖vj‖p
)1/p

.

Bằng việc chọn vj = v 6= 0 ∈ E (1 6 j 6 i) ta có

i1/2‖v‖ 6 C i1/p‖v‖.

Bất đẳng thức trên không được đảm bảo nếu p > 2. Điều này chỉ ra

rằng Định nghĩa 1.1.12 không có ý nghĩa khi p > 2.

Ngoài ra, A. Rosalsky và A. Volodin trong [55] đã chỉ ra rằng điều kiện

để không gian Banach E là không gian Rademacher loại p (1 6 p 6 2)

tương đương với điều kiện tồn tại hằng số C > 0 sao cho

E
∥∥∥ ∞∑
j=1

rjvj

∥∥∥p 6 C

∞∑
j=1

‖vj‖p
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với mọi (v1, v2, ....) ∈ C(E), trong đó

C(E) =
{

(v1, v2, ....) ∈ E×E×E× ... :

∞∑
j=1

rjvj hội tụ theo xác suất
}
.

1.1.14 Bổ đề. ([22], Định lý 2.1) Giả sử p là một số thực (1 6 p 6 2).

Khi đó các phát biểu sau là tương đương:

(i) E là một không gian Banach Rademacher loại p.

(ii) Tồn tại hằng số dương C = C(p) sao cho (1.1.1) đúng với mọi dãy

{Xj, j > 1} các biến ngẫu nhiên độc lập, có kỳ vọng bằng 0 và nhận giá

trị trong E.

(iii) Với mọi dãy {Xj, j > 1} các biến ngẫu nhiên độc lập, có kỳ vọng

bằng 0 và nhận giá trị trong E, điều kiện (1.1.2) kéo theo (1.1.3).

1.1.15 Nhận xét. Từ hai bổ đề 1.1.10 và 1.1.14 ta khẳng định được

rằng nếu E là một không gian Banach p-khả trơn (1 6 p 6 2) thì nó là

một không gian Rademacher loại p. Tuy nhiên, điều ngược lại không còn

đúng nữa (xem [40, Định lý 6.1 và Định lý 6.3] cho trường hợp p = 2,

[8, Định lý 3] và [66, tr. 216] cho trường hợp 1 < p < 2).

1.1.16 Bổ đề. ([65], Mệnh đề 2.1) Giả sử p là một số thực (1 6 p 6 2).

Khi đó hai phát biểu sau là tương đương:

(i) E là một không gian Banach Rademacher loại p.

(ii) Với mọi số thực q > 1, tồn tại hằng số dương C = C(p, q) sao cho

với mọi dãy {Xj, j > 1} các biến ngẫu nhiên độc lập, có kỳ vọng bằng 0

và nhận giá trị trong E thì (1.1.4) đúng.

1.2. Mảng hiệu martingale

Khái niệm mảng hiệu martingale được giới thiệu trong mục này là

một dạng nhiều chiều của khái niệm hiệu martingale. Để đưa ra khái

niệm này, ta cần trình bày định nghĩa về cơ sở ngẫu nhiên và mảng phù
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hợp sử dụng quan hệ thứ tự � trên Nd
0. Chú ý rằng hai định nghĩa được

đề cập sau đây chỉ là sự mở rộng tự nhiên từ trường hợp một chiều.

1.2.1 Định nghĩa. Mảng các σ-đại số con {Fn,n ∈ Nd
0} của F được

gọi là một cơ sở ngẫu nhiên nếu nó không giảm theo quan hệ thứ tự �
trên Nd

0, nghĩa là Fm ⊂ Fn với mọi m � n.

1.2.2 Định nghĩa. Giả sử {Fn,n ∈ Nd
0} là một cơ sở ngẫu nhiên và

{Xn,n ∈ Nd} là một mảng các biến ngẫu nhiên nhận giá trị trong không

gian Banach E thỏa mãn Xn là Fn/B(E) đo được với mọi n ∈ Nd. Khi

đó {Xn,Fn,n ∈ Nd} được gọi là một mảng phù hợp.

Giả sử {Fn,n ∈ Nd
0} là một cơ sở ngẫu nhiên (quy ước Fn = {∅,Ω}

nếu |n| = 0). Với mỗi n ∈ Nd
0, đặt

F1
n =

∨
ki>1 (26i6d)

Fn1k2k3...kd := σ

( ∞⋃
k2=1

∞⋃
k3=1

· · ·
∞⋃
kd=1

Fn1k2k3...kd

)
,

F jn =
∨

ki>1 (16i6j−1)

∨
ki>1 (j+16i6d)

Fk1...kj−1njkj+1...kd nếu 1 < j < d,

Fdn =
∨

ki>1 (16i6d−1)

Fk1k2...kd−1nd,

Gn =
∨

16i6d

F in,

trong trường hợp d = 1, đặt F1
n = Fn.

1.2.3 Định nghĩa. Mảng phù hợp {Xn,Fn,n ∈ Nd} được gọi là một

mảng hiệu martingale nếu E(Xn|F in−1) = 0 h.c.c. với mọi n ∈ Nd và

mọi i = 1, 2, ..., d.

Như vậy, khái niệm mảng hiệu martingale chính là một dạng nhiều

chiều của khái niệm hiệu martingale. Sau đây, chúng ta sẽ đề cập đến

hai ví dụ để minh họa cho mối quan hệ giữa mảng hiệu martingale và

mảng các biến ngẫu nhiên độc lập, có kỳ vọng bằng 0.
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1.2.4 Ví dụ. Giả sử {Xn,n ∈ Nd} là một mảng các biến ngẫu nhiên

độc lập và có kỳ vọng bằng 0. Với mỗi n ∈ Nd, đặt

Fn = σ{Xk,1 � k � n}.

Khi đó {Xn,Fn,n ∈ Nd} là một mảng phù hợp. Hơn nữa, với mọi n ∈ Nd

và mọi i = 1, 2, ..., d, E(Xn|F in−1) = EXn = 0. Vì vậy {Xn,Fn,n ∈ Nd}
là một mảng hiệu martingale.

1.2.5 Ví dụ. Giả sử d là một số nguyên dương và {Xj,Fj, j > 1} là

một hiệu martingale thỏa mãn {Xj, j > 1} không phải là một dãy các

biến ngẫu nhiên độc lập. Với mỗi n ∈ Nd, đặt

Xn =

{
Xn1

nếu n2 = n3 = ... = nd = 1,

0 nếu tồn tại i : 2 6 i 6 d sao cho ni > 1,

và với mỗi k ∈ Nd
0, đặt

Fk =

{
Fk1 nếu |k| 6= 0,

{∅,Ω} nếu |k| = 0.

Khi đó {Xn,n ∈ Nd} không phải là một mảng các biến ngẫu nhiên độc

lập. Tuy nhiên {Xn,Fn,n ∈ Nd} là một mảng phù hợp. Hơn nữa, với

mọi n ∈ Nd,

F in =

{
Fn1

nếu i = 1,

σ
(⋃∞

j=1Fj
)

nếu i 6= 1,

và F ik = {∅,Ω} nếu ki = 0. Do đó E(Xn|F in−1) = 0 với mọi n ∈ Nd và

mọi i = 1, 2, ..., d. Vì vậy {Xn,Fn,n ∈ Nd} là một mảng hiệu martingale.

Như vậy, tập tất cả các mảng hiệu martingale thực sự rộng hơn tập

tất cả các mảng các biến ngẫu nhiên độc lập và có kỳ vọng bằng 0.

1.3. Một số bất đẳng thức moment

Trong mục này, chúng tôi thiết lập một số bất đẳng thức moment đối

với mảng các biến ngẫu nhiên cho cả hai trường hợp: có và không có

điều kiện hình học của không gian Banach.
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Định lý sau đây thiết lập một bất đẳng thức cực đại dạng bất đẳng

thức Doob đối với mảng hiệu martingale nhận giá trị trong một không

gian Banach thực và khả ly.

1.3.1 Định lý. Nếu q là một số thực (q > 1), g là một hàm lồi, không

giảm và nhận giá trị không âm, {Xn,Fn,n ∈ Nd} là một mảng hiệu

martingale nhận giá trị trong một không gian Banach thực và khả ly thì

E
(

max
1�k�n

g
(∥∥ ∑

1�l�k

Xl
∥∥))q6( q

q − 1

)qd
E
(
g
(∥∥ ∑

1�k�n

Xk
∥∥))q, n ∈ Nd.

(1.3.1)

Chứng minh. Vì g là một hàm lồi và nhận giá trị không âm nên từ bất

đẳng thức Doob đối với martingale dưới không âm (xem [5, tr. 255])

ta thu được (1.3.1) cho trường hợp d = 1. Giả sử rằng (1.3.1) đúng khi

d = D − 1 > 1. Ta sẽ chứng minh nó cũng đúng khi d = D.

Thật vậy, với mỗi k ∈ ND (1 � k � n), đặt

Sk =
∑

1�l�k

Xl, YkD = max
16ki6ni (16i6D−1)

g(‖Sk‖).

Khi đó

E(Sk1k2...kD−1kD |F
D
k1k2...kD−1,kD−1)

= E(Sk1k2...kD−1,kD−1|FDk1k2...kD−1,kD−1)

+ E
( ∑

16li6ki (16i6D−1)

Xl1l2...lD−1kD |F
D
k1k2...kD−1,kD−1

)
= Sk1k2...kD−1,kD−1.

Do đó

E(YkD |F
D
k1k2...kD−1,kD−1) = E

(
max

16ki6ni (16i6D−1)
g(‖Sk‖) |FDk1k2...kD−1,kD−1

)
> max

16ki6ni (16i6D−1)
E
(
g(‖Sk‖) |FDk1k2...kD−1,kD−1

)
> max

16ki6ni (16i6D−1)
g
(
‖E(Sk|FDk1k2...kD−1,kD−1)‖

)
= max

16ki6ni (16i6D−1)
g(‖Sk1k2...kD−1,kD−1‖) = YkD−1

.
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Hay {YkD ,FDk1k2...kD−1kD
, 1 6 kD 6 nD} là một martingale dưới không

âm. Theo bất đẳng thức Doob thì

E
(

max
1�k�n

g(‖Sk‖)
)q

= E
(

max
16kD6nD

YkD

)q
6
( q

q − 1

)q
EY q

nD . (1.3.2)

Đặt

X ′k1k2...kD−1
=

nD∑
kD=1

Xk1k2...kD−1kD , F
′
k1k2...kD−1

=

∞∨
kD=1

Fk1k2...kD−1kD .

Khi đó {X ′k1k2...kD−1
,F ′k1k2...kD−1

, (k1, k2, ..., kD−1) ∈ ND−1} cũng là một

mảng hiệu martingale. Vì vậy

EY q
nD =E

(
max

16ki6ni (16i6D−1)
g(‖Sk1k2...kD−1nD‖)

)q
=E
(

max
16ki6ni (16i6D−1)

g
(∥∥ ∑

16li6ki (16i6D−1)

X ′l1l2...lD−1

∥∥))q
6
( p

p− 1

)p(D−1)
E
(
g
(∥∥ ∑

16li6ni (16i6D−1)

X ′l1l2...lD−1

∥∥))q
=
( p

p− 1

)p(D−1)
E
(
g(‖Sn‖)

)q
. (1.3.3)

Kết hợp (1.3.2), (1.3.3) ta nhận được (1.3.1) cho trường hợp d = D. �

Hệ quả sau đây được suy ra trực tiếp từ Định lý 1.3.1 và là dạng

nhiều chiều của bất đẳng thức Doob đối với hiệu martingale (xem [20,

Định lý 2.2]).

1.3.2 Hệ quả. Nếu q là một số thực (q > 1), {Xn,Fn,n ∈ Nd} là một

mảng hiệu martingale nhận giá trị trong một không gian Banach thực

và khả ly thì

E
(

max
1�k�n

∥∥∥ ∑
1�l�k

Xl

∥∥∥)q6( q

q − 1

)qd
E
∥∥∥ ∑

1�k�n

Xk

∥∥∥q, n ∈ Nd. (1.3.4)
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Bất đẳng thức Hájek-Rényi đã được chứng minh bởi J. Hájek và

A. Rényi trong [21] cho dãy các biến ngẫu nhiên độc lập, có kỳ vọng

bằng 0. Kết quả này tổng quát bất đẳng thức Kolmogorov (xem [31],

[17, tr. 122]) và là một công cụ hữu ích để chứng minh luật mạnh số lớn

(xem [11, tr. 436]).

Định lý sau đây thiết lập một bất đẳng thức cực đại dạng bất đẳng

thức Hájek-Rényi đối với mảng các biến ngẫu nhiên nhận giá trị trong

một không gian Banach thực và khả ly. Phương pháp chứng minh định

lý này dựa trên ý tưởng của G. R. Shorack và R. T. Smythe trong [58].

1.3.3 Định lý. Giả sử p là một số thực dương, {bn,n ∈ Nd} là một

mảng các số thực dương và có sai phân không âm (nghĩa là bn > 0 và

4bn > 0 với mọi n ∈ Nd), {Xn,n ∈ Nd} là một mảng các biến ngẫu

nhiên nhận giá trị trong một không gian Banach thực và khả ly. Khi đó

với mọi ε > 0 và mọi m � n (m,n ∈ Nd),

P
(

max
m�k�n

1

bk

∥∥∥ ∑
1�l�k

Xl

∥∥∥ > ε
)
6

2p(d+1)

εp
E
(

max
1�k�n

∥∥∥ ∑
1�l�k

Xl

bl + bm

∥∥∥)p.
Chứng minh. Vì4bn > 0 với mọi n ∈ Nd nên {bn,n ∈ Nd} là một mảng

không giảm. Do đó, với mọi ε > 0 và mọi m � n (m,n ∈ Nd),

P
(

max
m�k�n

1

bk

∥∥∥ ∑
1�l�k

Xl

∥∥∥ > ε
)

6 P
(

max
m�k�n

1

bk + bm

∥∥∥ ∑
1�l�k

Xl

∥∥∥ > ε

2

)
6 P

(
max

1�k�n

1

bk + bm

∥∥∥ ∑
1�l�k

Xl

∥∥∥ > ε

2

)
. (1.3.5)

Với mỗi k ∈ Nd, đặt

rk = bk + bm, Dk =
∑

1�l�k

Xl

rl
.
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Sử dụng phép hoán vị thứ tự lấy tổng ta có∑
1�l�k

Xl =
∑

1�l�k

( ∑
1�t�l

4rt
)Xl

rl
=
∑

1�t�k

4rt
( ∑

t�l�k

Xl

rl

)
.

Hơn nữa, vì 4rt > 0 nên

max
1�k�n

1

rk

∥∥∥ ∑
1�l�k

Xl

∥∥∥ 6 2d max
1�l�n

‖Dl‖. (1.3.6)

Từ (1.3.5), (1.3.6) và bất đẳng thức Markov ta nhận được

P
(

max
m�k�n

1

bk

∥∥∥ ∑
1�l�k

Xl

∥∥∥ > ε
)
6 P

(
max

1�l�n
‖Dl‖ >

ε

2d+1

)
6

2p(d+1)

εp
E
(

max
1�l�n

‖Dl‖
)p
.

Điều này kéo theo kết luận của định lý. �

Các kết quả tiếp theo là những trường hợp riêng của Định lý 1.3.1 và

Định lý 1.3.3 khi ta bổ sung các giả thiết về cấu trúc của mảng các biến

ngẫu nhiên và tính chất hình học của không gian Banach.

Định lý sau đây đưa ra ba đặc trưng của không gian Banach p-khả

trơn dưới dạng ba bất đẳng thức moment đối với mảng hiệu martingale.

1.3.4 Định lý. Giả sử p là một số thực (1 6 p 6 2) và d là một số

nguyên dương. Khi đó các phát biểu sau là tương đương:

(i) E là một không gian Banach p-khả trơn.

(ii) Tồn tại hằng số dương C = C(p) sao cho với mọi mảng hiệu

martingale {Xn,Fn,n ∈ Nd} nhận giá trị trong E thì

E
∥∥∥ ∑

1�k�n

Xk

∥∥∥p 6 Cd
∑

1�k�n

E‖Xk‖p, n ∈ Nd. (1.3.7)

(iii) Với mọi số thực q > 1, tồn tại hằng số dương C = C(p, q) sao cho

với mọi mảng hiệu martingale {Xn,Fn,n∈Nd} nhận giá trị trong E thì

E
(

max
1�k�n

∥∥∥∑
1�l�k

Xl

∥∥∥)q6Cd|n|max{q/p; 1}−1
∑

1�k�n

E‖Xk‖q, n ∈ Nd. (1.3.8)
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(iv) Tồn tại hằng số dương C = C(p, d) sao cho với mọi mảng hiệu

martingale {Xn,Fn,n ∈ Nd} nhận giá trị trong E, với mọi mảng {bn,
n ∈ Nd} các số thực dương và có sai phân không âm, mọi ε > 0 và mọi

m � n (m,n ∈ Nd) thì

P
(

max
m�k�n

1

bk

∥∥∥ ∑
1�l�k

Xl

∥∥∥ > ε
)
6
C

εp

∑
1�k�n

E
∥∥∥ Xk

bk + bm

∥∥∥p. (1.3.9)

Chứng minh. (i)⇒ (iii): Vì E là một không gian p-khả trơn (1 6 p 6 2)

nên E cũng là một không gian r-khả trơn với 1 6 r 6 p. Do vậy, không

mất tính tổng quát, ta giả sử q > p. Hơn nữa, vì bất đẳng thức (1.3.8)

đúng khi p = q = 1 nên ta giả thiết thêm rằng q > 1.

Mặt khác, nhờ Hệ quả 1.3.2, ta chỉ cần chứng minh

E
∥∥∥ ∑

1�k�n

Xk

∥∥∥q 6 Cd|n|q/p−1
∑

1�k�n

E‖Xk‖q. (1.3.10)

Nhận thấy trong trường hợp d = 1, bất đẳng thức (1.3.10) được suy

ra từ Bổ đề 1.1.11 và bất đẳng thức Hölder. Giả sử rằng (1.3.10) đúng

khi d = D − 1 > 1. Ta sẽ chỉ ra nó cũng đúng khi d = D.

Đặt Sk =
∑

1�l�kXl, k ∈ ND. Khi đó, với mọi n ∈ ND, mọi kD > 1,

E(Sn1n2···nD−1,kD+1|FDn1n2···nD−1kD
)

= E(Sn1n2···nD−1kD |F
D
n1n2···nD−1kD

)

+ E
( ∑

16ki6ni(16i6D−1)

Xk1k2···kD−1,kD+1|FDn1n2···nD−1kD

)
= Sn1n2···nD−1kD .

Do đó {Sn1n2···nD−1kD ,FDn1n2···nD−1kD
, 1 6 kD 6 nD} là một martingale.

Theo Bổ đề 1.1.11 và bất đẳng thức Hölder thì

E‖Sn‖q 6 CE
( nD∑
kD=1

∥∥∥ ∑
16ki6ni (16i6D−1)

Xk1k2...kD−1kD

∥∥∥p)q/p
6 C(nD)q/p−1

nD∑
kD=1

E
∥∥∥ ∑

16ki6ni (16i6D−1)

Xk1k2...kD−1kD

∥∥∥q. (1.3.11)
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Với mỗi kD cố định, đặt

X ′k1k2...kD−1
= Xk1k2...kD−1kD , F

′
k1k2...kD−1

=

∞∨
lD=1

Fk1k2...kD−1lD . (1.3.12)

Khi đó {X ′k1k2...kD−1
,F ′k1k2...kD−1

, (k1, k2, ..., kD−1) ∈ ND−1} cũng là một

mảng hiệu martingale. Vì vậy

E
∥∥∥ ∑

16ki6ni (16i6D−1)

X ′k1k2...kD−1

∥∥∥q
6 CD−1(n1n2...nD−1)q/p−1

∑
16ki6ni (16i6D−1)

E‖X ′k1k2...kD−1
‖q. (1.3.13)

Kết hợp (1.3.11), (1.3.12) và (1.3.13) ta nhận được (1.3.10) cho trường

hợp d = D.

(iii)⇒ (ii): Kéo theo này là hiển nhiên.

(ii)⇒ (i): Giả sử rằng (ii) đúng với một số nguyên dương d nào đó.

Ta cần chứng minh E là một không gian p-khả trơn.

Thật vậy, giả sử {Xj,Fj, j > 1} là một hiệu martingale nhận giá trị

trong E. Sử dụng cách xây dựng mảng hiệu martingale xuất phát từ hiệu

martingale {Xj,Fj, j > 1} như trong Ví dụ 1.2.5, ta nhận được mảng

hiệu martingale {Xn,Fn,n ∈ Nd}. Hơn nữa, với mọi n ∈ Nd,∑
1�k�n

E‖Xk‖p =

n1∑
j=1

E‖Xj‖p, (1.3.14)

E
∥∥∥ ∑

1�k�n

Xk

∥∥∥p = E
∥∥∥ n1∑
j=1

Xj

∥∥∥p. (1.3.15)

Từ (1.3.7), (1.3.14) và (1.3.15) ta có

E
∥∥∥ n1∑
j=1

Xj

∥∥∥p 6 C

n1∑
j=1

E‖Xj‖p.

Do vậy, Bổ đề 1.1.10 đảm bảo rằng E là một không gian p-khả trơn.
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(iii)⇒ (iv): Giả sử {Xn,Fn,n ∈ Nd} là một mảng hiệu martingale.

Khi đó, với mỗi m ∈ Nd, {Xn/(bn + bm),Fn,n ∈ Nd} cũng là một mảng

hiệu martingale. Vì vậy, từ Định lý 1.3.3 ta thu được ((iii)⇒ (iv)).

(iv)⇒ (i): Giả sử rằng (iv) đúng với một số nguyên dương d nào đó.

Ta cần chứng minh E là một không gian p-khả trơn.

Thật vậy, giả sử {Xj,Fj, j > 1} là một hiệu martingale nhận giá trị

trong E và thỏa mãn điều kiện (1.1.2). Với mỗi n ∈ Nd, đặt bn = n1.

Khi đó

4bn =

{
1 nếu n2 = n3 = ... = nd = 1,

0 nếu ngược lại.

Điều đó có nghĩa rằng {bn,n ∈ Nd} là một mảng các số thực dương và

có sai phân không âm.

Mặt khác, sử dụng cách xây dựng mảng hiệu martingale xuất phát

từ hiệu martingale {Xj,Fj, j > 1} như trong Ví dụ 1.2.5, ta thu được

mảng hiệu martingale {Xn,Fn,n ∈ Nd}. Hơn nữa, với mọi ε > 0 và mọi

m � n (m,n ∈ Nd), tồn tại hằng số C > 0 sao cho

P
(

max
m�k�n

1

bk

∥∥∥ ∑
1�l�k

Xl

∥∥∥ > ε
)
6
C

εp

∑
1�k�n

E
∥∥∥ Xk

bk + bm

∥∥∥p.
Điều này kéo theo

P
(

max
m16k16n1

1

k1

∥∥∥ k1∑
i=1

Xi

∥∥∥ > ε
)
6
C

εp

n1∑
i=1

E‖Xi‖p

(i+m1)p

6
C

εp

( m1∑
i=1

E‖Xi‖p

mp
1

+

n1∑
i=m1+1

E‖Xi‖p

ip

)
,

cho n1 →∞ ta nhận được

P
(

sup
k1>m1

1

k1

∥∥∥ k1∑
i=1

Xi

∥∥∥ > ε
)
6
C

εp

( m1∑
i=1

E‖Xi‖p

mp
1

+

∞∑
i=m1+1

E‖Xi‖p

ip

)
.
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Điều này cùng với (1.1.2) và bổ đề Kronecker đảm bảo rằng

P
(

sup
k1>m1

1

k1

∥∥∥ k1∑
i=1

Xi

∥∥∥ > ε
)
→ 0 khi m1 →∞.

Do đó (1.1.3) đúng. Theo Bổ đề 1.1.10, E là một không gian p-khả trơn.�

Trong trường hợp d = 1, Định lý 1.3.4 kéo theo kết quả chính của

S. Gan trong [13]. Cụ thể, ta có hệ quả sau:

1.3.5 Hệ quả. ([13], Định lý) Giả sử p là một số thực (1 6 p 6 2). Khi

đó hai phát biểu sau là tương đương:

(i) E là một không gian Banach p-khả trơn.

(ii) Tồn tại hằng số dương C = C(p) sao cho với mọi hiệu martingale

{Xj,Fj, j > 1} nhận giá trị trong E, mọi dãy không giảm các số thực

dương {bj, j > 1}, mọi ε > 0 và mọi số nguyên dương n, n0 (n0 6 n) thì

P
(

max
n06i6n

1

bi

∥∥∥ i∑
j=1

Xj

∥∥∥>ε)6C
εp

( n0∑
j=1

E‖Xj‖p

bpn0

+

n∑
j=n0+1

E‖Xj‖p

bpj

)
. (1.3.16)

Nhận thấy bất đẳng thức (1.3.4) đúng với mọi mảng các biến ngẫu

nhiên độc lập và có kỳ vọng bằng 0. Do vậy, bằng việc sử dụng hai bổ đề

1.1.14 và 1.1.16 cùng với phương pháp chứng minh tương tự như đối với

Định lý 1.3.4, ta thu được định lý sau đây. Chú ý rằng đặc điểm nhiều

chiều trong phát biểu (ii) của Định lý 1.3.4 không còn ý nghĩa khi ta xét

cho trường hợp mảng các biến ngẫu nhiên độc lập và có kỳ vọng bằng 0.

1.3.6 Định lý. Giả sử p là một số thực (1 6 p 6 2) và d là một số

nguyên dương. Khi đó các phát biểu sau là tương đương:

(i) E là một không gian Banach Rademacher loại p.

(ii) Với mọi số thực q > 1, tồn tại hằng số dương C = C(p, q) sao cho

với mọi mảng {Xn,n ∈ Nd} các biến ngẫu nhiên độc lập, có kỳ vọng

bằng 0 và nhận giá trị trong E thì (1.3.8) đúng.
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(iii) Tồn tại hằng số dương C = C(p, d) sao cho với mọi mảng

{Xn,n ∈ Nd} các biến ngẫu nhiên độc lập, có kỳ vọng bằng 0 và nhận

giá trị trong E, mọi mảng {bn,n ∈ Nd} các số thực dương và có sai phân

không âm, mọi ε > 0 và mọi m � n (m,n ∈ Nd) thì (1.3.9) đúng.

Hệ quả sau đây đưa ra một đặc trưng của không gian Rademacher

loại p dưới dạng bất đẳng thức Hájek-Rényi đối với mảng các biến ngẫu

nhiên độc lập và có kỳ vọng bằng 0. Trong trường hợp E = R, từ hệ quả

này ta nhận được kết quả chính của J.Hájek và A.Rényi trong [21].

1.3.7 Hệ quả. Giả sử p là một số thực (1 6 p 6 2). Khi đó hai phát

biểu sau là tương đương:

(i) E là một không gian Banach Rademacher loại p.

(ii) Tồn tại hằng số dương C = C(p) sao cho với mọi dãy {Xj, j > 1}
các biến ngẫu nhiên độc lập, có kỳ vọng bằng 0 và nhận giá trị trong E,

mọi dãy không giảm các số thực dương {bj, j > 1}, mọi ε > 0 và mọi số

nguyên dương n, n0 (n0 6 n) thì (1.3.16) đúng.

1.4. Kết luận của Chương 1

Trong chương này, luận án đã giải quyết được những vấn đề sau:

- Giới thiệu khái niệm mảng hiệu martingale - dạng nhiều chiều của

khái niệm hiệu martingale;

- Thiết lập bất đẳng thức cực đại dạng bất đẳng thức Doob đối với

mảng hiệu martingale và bất đẳng thức cực đại dạng bất đẳng thức

Hájek-Rényi đối với mảng các biến ngẫu nhiên nhận giá trị trong một

không gian Banach thực và khả ly bất kỳ;

- Đưa ra một số đặc trưng của không gian Banach p-khả trơn và không

gian Banach Rademacher loại p dưới dạng các bất đẳng thức moment.
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CHƯƠNG 2

LUẬT YẾU SỐ LỚN ĐỐI VỚI MẢNG PHÙ HỢP

VÀ MẢNG PHÙ HỢP THEO HÀNG

Trong chương này, chúng tôi thiết lập tiêu chuẩn hội tụ suy biến và

luật yếu số lớn Kolmogorov-Feller đối với mảng phù hợp và mảng phù

hợp theo hàng, nhận giá trị trong không gian Banach p-khả trơn. Các

kết quả chính của chương được viết dựa trên hai bài báo [43] và [45].

2.1. Luật yếu số lớn đối với mảng phù hợp

Tiêu chuẩn hội tụ suy biến cổ điển (xem M. Loève [36, tr. 290]) cung

cấp điều kiện cần và đủ để một dãy các biến ngẫu nhiên độc lập tuân

theo luật yếu số lớn. Sau đó, tiêu chuẩn hội tụ suy biến đã được nghiên

cứu đối với martingale (xem P. Hall và C. C. Heyde [20, tr. 29]). Kết quả

này cung cấp điều kiện đủ để xảy ra luật yếu số lớn đối với martingale.

P. Hall và C. C. Heyde cũng đã đưa ra một ví dụ để khẳng định rằng kết

quả này không thể phát biểu dưới dạng điều kiện cần và đủ như trong

trường hợp độc lập (xem P. Hall và C. C. Heyde [20, tr. 29-30]).

Gần đây, Nguyễn Văn Quảng và Lê Hồng Sơn trong [48] đã chỉ ra

rằng tiêu chuẩn hội tụ suy biến vẫn đúng khi giả thiết dãy các biến ngẫu

nhiên lập thành martingale được thay thế bởi một giả thiết yếu hơn: giả

thiết dãy đó lập thành dãy phù hợp.

Trong mục này, chúng tôi sử dụng phương pháp chặt cụt (xem [17,

tr. 121]) để mở rộng tiêu chuẩn hội tụ suy biến đối với mảng phù hợp.

Dựa vào kết quả này, chúng tôi thu được luật yếu số lớn Kolmogorov-

Feller cho mảng phù hợp các biến ngẫu nhiên bị trội ngẫu nhiên.



29

2.1.1 Định lý. Giả sử {an,n ∈ Nd} và {bn,n ∈ Nd} là hai mảng các

số thực dương, {Xn,Fn,n ∈ Nd} là một mảng phù hợp nhận giá trị

trong không gian Banach p-khả trơn E (1 6 p 6 2) thỏa mãn điều kiện

E(XnIA|Gn−1) là Fn/B(E) đo được với mọi A ∈ σ(Xn) và mọi n ∈ Nd.

Đặt Ynk = Xk I(‖Xk‖6an). Khi đó

1

bn

∑
1�k�n

(
Xk − E(Ynk|Gk−1)

) P→ 0 khi |n| → ∞ (2.1.1)

nếu hai điều kiện sau đây được thỏa mãn:∑
1�k�n

P(‖Xk‖ > an)→ 0 khi |n| → ∞, (2.1.2)

1

bpn

∑
1�k�n

E‖Ynk − E(Ynk|Gk−1)‖p → 0 khi |n| → ∞. (2.1.3)

Chứng minh. Với mọi ε > 0, ta có

P
( 1

bn

∥∥∥ ∑
1�k�n

(
Xk − E(Ynk|Gk−1)

)∥∥∥ > ε
)

= P
( 1

bn

∥∥∥ ∑
1�k�n

(
Xk − Ynk + Ynk − E(Ynk|Gk−1)

)∥∥∥ > ε
)

6 P
( 1

bn

∥∥∥ ∑
1�k�n

(
Xk − Ynk

)∥∥∥ > ε/2
)

+ P
( 1

bn

∥∥∥ ∑
1�k�n

(
Ynk − E(Ynk|Gk−1)

)∥∥∥ > ε/2
)
. (2.1.4)

Từ (2.1.2) ta thu được

P
( 1

bn

∥∥∥ ∑
1�k�n

(
Xk − Ynk

)∥∥∥ > ε/2
)

= P
( 1

bn

∥∥∥ ∑
1�k�n

Xk I(‖Xk‖>an)

∥∥∥ > ε/2
)
6 P

( ⋃
1�k�n

(‖Xk‖ > an)
)

6
∑

1�k�n

P(‖Xk‖ > an)→ 0 khi |n| → ∞. (2.1.5)
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Mặt khác, vì Ynk−E
(
Ynk|Gk−1

)
là Fk/B(E) đo được với mọi k ∈ Nd

nên {Ynk − E
(
Ynk|Gk−1

)
,Fk,k ∈ Nd} là một mảng phù hợp. Hơn nữa,

với mọi k ∈ Nd và mọi i = 1, 2, ..., d,

E
(
Ynk − E(Ynk|Gk−1)|F ik−1

)
= 0.

Vì vậy {Ynk − E(Ynk|Gk−1),Fk,k ∈ Nd} là một mảng hiệu martingale.

Sử dụng bất đẳng thức Markov, Định lý 1.3.4 và điều kiện (2.1.3) ta có

P
( 1

bn

∥∥∥ ∑
1�k�n

(
Ynk − E(Ynk|Gk−1)

)∥∥∥ > ε/2
)

6
2p

εpbpn
E
∥∥∥ ∑

1�k�n

(
Ynk − E(Ynk|Gk−1)

)∥∥∥p
6

2pC

εpbpn

∑
1�k�n

E
∥∥Ynk − E(Ynk|Gk−1)

∥∥p → 0 khi |n| → ∞. (2.1.6)

Kết hợp (2.1.4), (2.1.5) và (2.1.6) ta nhận được (2.1.1). �

Hệ quả sau đây được suy ra trực tiếp từ Định lý 2.1.1 và nó đưa ra

tiêu chuẩn hội tụ suy biến đối với mảng phù hợp.

2.1.2 Hệ quả. Giả sử {an,n ∈ Nd} và {bn,n ∈ Nd} là hai mảng các

số thực dương, {Xn,Fn,n ∈ Nd} là một mảng phù hợp nhận giá trị

trong không gian Banach p-khả trơn E (1 6 p 6 2) thỏa mãn điều kiện

E(XnIA|Gn−1) là Fn/B(E) đo được với mọi A ∈ σ(Xn) và mọi n ∈ Nd.

Đặt Ynk = Xk I(‖Xk‖6an). Khi đó

1

bn

∑
1�k�n

Xk
P→ 0 khi |n| → ∞ (2.1.7)

nếu

1

bn

∑
1�k�n

E(Ynk|Gk−1)
P→ 0 khi |n| → ∞ (2.1.8)

và hai điều kiện (2.1.2), (2.1.3) được thỏa mãn.
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Chú ý rằng trong trường hợp d = 1, điều kiện E(XnIA|Gn−1) là

Fn/B(E) đo được với mọi A ∈ σ(Xn) và mọi n ∈ Nd được suy ra từ giả

thiết {Xn,Fn,n ∈ Nd} là một mảng phù hợp. Tuy nhiên, nếu d > 1 thì

điều này không còn đúng nữa. Ví dụ sau đây được dựa trên Ví dụ 3.1

trong [3] và sẽ chứng minh khẳng định này.

2.1.3 Ví dụ. Giả sử (Ω,F ,P) là một không gian xác suất rời rạc với

Ω = {$n : n ∈ Nd} ⊂ R, F = 2Ω,

P($n) = pn > 0 (n ∈ Nd).

Với mỗi n ∈ Nd, đặt

Xn = I($n), Fn = σ{Xk : 1 � k � n},

An = {$k : k ∈ Nd sao cho tồn tại i : 1 6 i 6 d để ki < ni}.

Khi đó {Xn,Fn,n ∈ Nd} là một mảng phù hợp nhận giá trị thực. Hơn

nữa, với mọi n ∈ Nd,

Gn−1 = σ{Xk : k ∈ Nd sao cho tồn tại i : 1 6 i 6 d để ki < ni}

= {C,D,C ∪D : C ⊂ An, D = Ω\D ⊂ An}.

Với mỗi n ∈ Nd, đặt Yn = aI(An) trong đó a = pn/P(An). Ta sẽ chứng

minh Yn = E(Xn|Gn−1) với mọi n ∈ Nd. Do Yn là Gn−1/B(R) đo được

với mọi n ∈ Nd nên vấn đề còn lại là cần chỉ ra E(YnI(B)) = E(XnI(B))

với mọi B ∈ Gn−1.

Trong trường hợp B ⊂ An, ta được I(An)I(B) = 0 và XnI(B) = 0, do

đó E(YnI(B)) = E(XnI(B)) = 0.

Trong trường hợp B ⊂ An, ta được I(An)I(B) = I(An) và XnI(B) = Xn,

do đó E(YnI(B)) = E(XnI(B)) = pn.

Xét trường hợp còn lại khi B = C ∪ D trong đó C,D ⊂ An, ta có

I(B) = I(C) + I(D) − I(C∩D). Do C ∩D ⊂ An nên bằng những lập luận

tương tự như hai trường hợp trên ta chỉ ra được E(YnI(B)) = E(XnI(B)).
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Như vậy Yn = E(Xn|Gn−1) với mọi n ∈ Nd. Tuy nhiên, trong trường

hợp d > 1 thì Yn không là Fn/B(R) đo được, do đó cũng không thể đảm

bảo E(XnIA|Gn−1) là Fn/B(R) đo được với mọi A ∈ σ(Xn) (chẳng hạn

với A = Ω).

2.1.4 Nhận xét. Trong trường hợp d = 1 và an = bn, Hệ quả 2.1.2 kéo

theo Định lý 2.1 của Nguyễn Văn Quảng và Lê Hồng Sơn [48]. Trong

bài báo đó, các tác giả đã đưa ra một ví dụ (xem [48, tr. 554]) để chỉ ra

Định lý 2.1 trong [48] thực sự mạnh hơn Định lý 2.13 trong [20]. Như

vậy, Hệ quả 2.1.2 không chỉ tổng quát mà còn mạnh hơn Định lý 2.13

trong [20].

Hệ quả 2.1.2 đã chỉ rằng các điều kiện (2.1.2), (2.1.3) và (2.1.8) kéo

theo kết luận (2.1.7). Tuy nhiên, điều ngược lại là không đúng. Ví dụ

sau đây sẽ chỉ ra rằng với mọi số nguyên dương d, (2.1.7) không kéo theo

(2.1.2). Ví dụ này được lấy ý tưởng từ một ví dụ trong [20, tr. 29-30].

2.1.5 Ví dụ. Giả sử {Yj, j > 1} là một dãy các biến ngẫu nhiên độc

lập, nhận giá trị thực thỏa mãn Y1 = 1 và với mỗi j > 1, biến ngẫu

nhiên Yj có phân phối xác suất

P(Yj = 0) = j−1, P(Yj = 2) = 1− j−1.

Giả sử d là một số nguyên dương bất kỳ. Với mỗi n ∈ Nd, đặt

an = n1, bn = 2|n|,

Xn =


n1+1∏
i=1

Yi −
n1∏
i=1

Yi nếu n2 = n3 = ... = nd = 1,

0 nếu ngược lại.

Khi đó {Xn,Fn = F ,n ∈ Nd} là một mảng phù hợp, nhận giá trị trong

không gian Banach 2-khả trơn R thỏa mãn E(XnIA|Gn−1) là Fn/B(R)
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đo được với mọi A ∈ σ(Xn) và mọi n ∈ Nd. Hơn nữa, với mọi ε > 0,

P
(∣∣∣ 1

bn

∑
1�k�n

Xk

∣∣∣ > ε
)

= P
(∣∣∣ n1+1∏

i=1

Yi − 1
∣∣∣ > bnε

)
6

1

bnε

(
E
n1+1∏
i=1

Yi + 1
)

=
1

2|n|ε

( n1+1∏
i=2

(
2(1− i−1)

)
+ 1
)

=
1

2|n|ε

(
2n1

n1+1∏
i=2

(1− i−1) + 1
)

=
1

2|n|ε

( 2n1

n1 + 1
+ 1
)
→ 0 khi |n| → ∞,

hay (2.1.7) đúng. Tuy nhiên∑
1�k�n

P(|Xk| > an) =

n1∑
j=1

P
(∣∣∣ j+1∏

i=1

Yi −
j∏
i=1

Yi

∣∣∣ > n1

)

=

n1∑
j=1

P
(
|Yj+1 − 1|

j∏
i=1

Yi > n1

)

=

n1∑
j=1

P
( j∏
i=1

Yi > n1

)

>
∑

log2 n16j6n1

P
( j∏
i=1

Yi > n1

)

=
∑

log2 n16j6n1

j∏
i=2

(1− i−1)

=
∑

log2 n16j6n1

j−1 >
∑

log2 n16j6n1

∫ j+1

j
x−1dx

9 0 khi n1 →∞.

Do đó (2.1.2) không được thỏa mãn.
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Trong trường hợp {Xn,n ∈ Nd} là một mảng các biến ngẫu nhiên

độc lập, từ Hệ quả 2.1.2 ta nhận được hệ quả sau đây. Hệ quả này mở

rộng tiêu chuẩn hội tụ suy biến cổ điển.

2.1.6 Hệ quả. Giả sử {an,n ∈ Nd} và {bn,n ∈ Nd} là hai mảng các

số thực dương, {Xn,n ∈ Nd} là một mảng các biến ngẫu nhiên độc lập,

nhận giá trị trong một không gian Banach p-khả trơn (1 6 p 6 2). Đặt

Ynk = Xk I(‖Xk‖6an). Khi đó (2.1.7) đúng nếu các điều kiện sau đây

được thỏa mãn:∑
1�k�n

P
(
‖Xk‖ > an

)
→ 0 khi |n| → ∞,

1

bpn

∑
1�k�n

E‖Ynk − EYnk‖p → 0 khi |n| → ∞,

1

bn

∑
1�k�n

EYnk → 0 khi |n| → ∞.

Ví dụ sau đây sẽ chỉ ra rằng với mọi số nguyên dương d, Hệ quả 2.1.2

thực sự mạnh hơn Hệ quả 2.1.6. Cụ thể hơn, ví dụ này sẽ đề cập đến

một trường hợp mà luật yếu số lớn (2.1.7) được suy ra từ Hệ quả 2.1.2

và không thể suy ra từ Hệ quả 2.1.6.

2.1.7 Ví dụ. Giả sử d là một số nguyên dương bất kỳ, an = |n|2,
bn = |n|4 (n ∈ Nd), {Xn,n ∈ Nd} là một mảng các biến ngẫu nhiên

cùng phân phối, nhận giá trị thực và có hàm mật độ xác suất

f(x) =

{
1/x2 nếu x > 1,

0 nếu ngược lại.

Ta giả sử thêm rằng {Xn,n ∈ Nd} không là một mảng các biến ngẫu

nhiên độc lập. Khi đó kết luận (2.1.7) không thể suy ra từ Hệ quả 2.1.6.



35

Tuy nhiên, {Xn,Fn = F ,n ∈ Nd} là một mảng phù hợp thỏa mãn∑
1�k�n

P(|Xk| > an) = |n|
∫ ∞
|n|2

1

x2
dx =

1

|n|
→ 0 khi |n| → ∞,

1

b2n

∑
1�k�n

E|Ynk − E(Ynk|Gk−1)|2 → 0 khi |n| → ∞,

1

bn

∣∣∣ ∑
1�k�n

E(Ynk|Gk−1)
∣∣∣ 6 1

|n|4
∑

1�k�n

|n|2 =
1

|n|
→ 0

khi |n| → ∞. Do đó các điều kiện (2.1.2), (2.1.3) và (2.1.8) được thỏa

mãn. Từ Hệ quả 2.1.2 ta nhận được (2.1.7).

Luật yếu số lớn Kolmogorov-Feller (xem [17, tr. 279]) đã được tiếp

tục nghiên cứu bởi A. Gut trong [16] cho dãy các biến ngẫu nhiên độc

lập, cùng phân phối, nhận giá trị thực, và bởi A. Rosalsky và Lê Văn

Thành trong [52] cho mảng các biến ngẫu nhiên độc lập, nhận giá trị

trong không gian Banach Rademacher loại p. Trong phần tiếp theo,

luật yếu số lớn Kolmogorov-Feller sẽ được thiết lập cho mảng phù hợp,

trong đó giả thiết cùng phân phối được thay thế bởi một giả thiết yếu

hơn, đó là giả thiết bị trội ngẫu nhiên. Nhưng trước hết, chúng ta cần

bổ đề sau đây:

2.1.8 Bổ đề. Nếu p là một số thực (1 6 p 6 2) và k là một số nguyên

dương thì

(i) kp/r 6
p

r

k∑
i=1

ip/r−1, r ∈ (0, p),

(ii)

k∑
i=i0

ip/r−2 6
r
(
kp/r−1 − (i0 − 1)p/r−1

)
p− r

, i0 ∈ N, r ∈ (p/2, p).

Chứng minh. (i) Vì r ∈ (0, p) nên hàm y = xp/r−1 đồng biến trên tập

(0,∞). Do đó, với mọi i = 1, 2, ..., k, ta có

ip/r−1 =

∫ i

i−1
ip/r−1dx >

∫ i

i−1
xp/r−1dx.
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Điều này kéo theo

k∑
i=1

ip/r−1 >
k∑
i=1

∫ i

i−1
xp/r−1dx =

∫ k

0
xp/r−1dx =

r

p
kp/r.

(ii) Trong trường hợp này, y = xp/r−2 là hàm nghịch biến trên tập

(0,∞). Khi đó, với mọi i = 1, 2, ..., k,

ip/r−2 =

∫ i

i−1
ip/r−2dx 6

∫ i

i−1
xp/r−2dx.

Do vậy

k∑
i=i0

ip/r−2 6
k∑

i=i0

∫ i

i−1
xp/r−2dx =

r

p− r
(
kp/r−1 − (i0 − 1)p/r−1

)
.

Bổ đề được chứng minh. �

2.1.9 Định lý. Giả sử p là một số thực (16 p 62), α=(α1, ..., αd) ∈ Rd

thỏa mãn αmin > 1/p, {Xn,Fn,n ∈ Nd} là một mảng phù hợp nhận giá

trị trong không gian Banach p-khả trơn E thỏa mãn {Xn,n ∈ Nd} bị

trội ngẫu nhiên bởi biến ngẫu nhiên X và E(XnIA|Gn−1) là Fn/B(E) đo

được với mọi A ∈ σ(Xn) và mọi n ∈ Nd. Đặt Ynk = Xk I(‖Xk‖6|n(α)|).

Nếu

lim
λ→∞

λP(‖X‖ > λαmin) = 0 (2.1.9)

thì
1

|n(α)|
∑

1�k�n

(
Xk − E(Ynk|Gk−1)

) P→ 0 khi |n| → ∞. (2.1.10)

Chứng minh. Chúng ta cần chỉ ra hai điều kiện (2.1.2) và (2.1.3) trong

Định lý 2.1.1 được thỏa mãn với an = bn = |n(α)|.
Từ (2.1.9) ta suy ra∑

1�k�n

P
(
‖Xk‖ > |n(α)|

)
6 C

∑
1�k�n

P
(
‖X‖ > |n(α)|

)
= C|n|P

(
‖X‖ > |n(α)|

)
6 C|n|P(‖X‖ > |n|αmin)→ 0 khi |n| → ∞,
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do đó (2.1.2) đúng.

Tiếp theo, ta sẽ chứng minh

1

|n(α)|p
∑

1�k�n

E‖Ynk − E(Ynk|Gk−1)‖p → 0 khi |n| → ∞.

Sử dụng (2.1.9) và bất đẳng thức Jensen ta có

1

|n(α)|p
∑

1�k�n

E‖Ynk − E(Ynk|Gk−1)‖p

6
1

|n(α)|p
∑

1�k�n

E
(
‖Ynk‖+ ‖E(Ynk|Gk−1)‖

)p
6

1

|n(α)|p
∑

1�k�n

E
(
‖Ynk‖+ E(‖Ynk‖ |Gk−1)

)p
6

2p−1

|n(α)|p
∑

1�k�n

(
E‖Ynk‖p + E(E(‖Ynk‖p|Gk−1))

)
=

2p

|n(α)|p
∑

1�k�n

E‖Ynk‖p

=
2p

|n(α)|p
∑

1�k�n

E
(
‖Xk‖p I(‖Xk‖6|n|αmin)

)
+

2p

|n(α)|p
∑

1�k�n

E
(
‖Xk‖p I(|n|αmin<‖Xk‖6|n(α)|)

)
=

2p

|n(α)|p
∑

1�k�n

E
(
‖Xk‖p I(‖Xk‖6|n|αmin)

)
+

2p

|n(α)|p
∑

1�k�n

|n(α)|p P(|n|αmin < ‖Xk‖ 6 |n(α)|)

6
2p

|n(α)|p
∑

1�k�n

E
(
‖Xk‖p I(‖Xk‖6|n|αmin)

)
+ 2pC

∑
1�k�n

P
(
‖X‖ > |n|αmin

)
=

2p

|n(α)|p
∑

1�k�n

E
(
‖Xk‖p I(‖Xk‖6|n|αmin)

)
+ 2pC |n|P

(
‖X‖ > |n|αmin

)
6

2p

|n(α)|p
∑

1�k�n

E
(
‖Xk‖p I(‖Xk‖6|n|αmin)

)
+ o(1) (khi |n| → ∞).
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Do vậy, ta chỉ cần chứng minh

1

|n(α)|p
∑

1�k�n

E
(
‖Xk‖p I(‖Xk‖6|n|αmin)

)
→ 0 khi |n| → ∞.

Từ Bổ đề 2.1.8(i) ta suy ra

1

|n(α)|p
∑

1�k�n

E
(
‖Xk‖p I(‖Xk‖6|n|αmin)

)
=

1

|n(α)|p
∑

1�k�n

|n|∑
i=1

E
(
‖Xk‖p I((i−1)

αmin<‖Xk‖6iαmin)

)
6

1

|n(α)|p
∑

1�k�n

|n|∑
i=1

ipαmin P
(
(i− 1)αmin < ‖Xk‖ 6 iαmin

)
6

pαmin

|n(α)|p
∑

1�k�n

|n|∑
i=1

( i∑
j=1

jpαmin−1
)
P
(
(i− 1)αmin < ‖Xk‖ 6 iαmin

)
=

pαmin

|n(α)|p
∑

1�k�n

|n|∑
j=1

jpαmin−1

|n|∑
i=j

P
(
(i− 1)αmin < ‖Xk‖ 6 iαmin

)
6

C

|n(α)|p
∑

1�k�n

|n|∑
j=1

jpαmin−1P
(
‖Xk‖ > (j − 1)αmin

)
6

C

|n(α)|p
∑

1�k�n

|n|∑
j=1

jpαmin−1P
(
‖X‖ > (j − 1)αmin

)
=

C|n|
|n(α)|p

|n|∑
j=1

jpαmin−1P
(
‖X‖ > (j − 1)αmin

)
6

C

|n|pαmin−1

|n|∑
j=1

jpαmin−1P
(
‖X‖ > (j − 1)αmin

)
.

Trong trường hợp αmin > 2/p, ta được jpαmin−2 6 |n|pαmin−2 với mọi

j = 1, 2, ..., |n|. Hơn nữa, từ (2.1.9) ta nhận được

lim
j→∞

j P(‖X‖ > (j − 1)αmin) = 0.
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Những điều này cùng với định lý Stolz đảm bảo rằng

0 6
1

|n(α)|p
∑

1�k�n

E
(
‖Xk‖p I(‖Xk‖6|n|αmin)

)
6 C

1

|n|

|n|∑
j=1

j P(‖X‖ > (j − 1)αmin)→ 0 khi |n| → ∞.

Bây giờ chúng ta sẽ xét tiếp trường hợp 1/p < αmin < 2/p. Vì

lim
j→∞

j P(‖X‖ > (j − 1)αmin) = 0

nên với mọi ε > 0, tồn tại j0 ∈ N thỏa mãn

j P(‖X‖ > (j − 1)αmin) < ε, j > j0.

Khi đó theo Bổ đề 2.1.8(ii),

1

|n|pαmin−1

|n|∑
j=1

jpαmin−1P
(
‖X‖ > (j − 1)αmin

)
=

1

|n|pαmin−1

j0∑
j=1

jpαmin−1P
(
‖X‖ > (j − 1)αmin

)
+

1

|n|pαmin−1

|n|∑
j=j0+1

jpαmin−1P
(
‖X‖ > (j − 1)αmin

)
6

C

|n|pαmin−1
+

ε

|n|pαmin−1

|n|∑
j=j0

jpαmin−2

6 o(1) +
ε

|n|pαmin−1

1

pαmin − 1

(
|n|pαmin−1 − (j0 − 1)pαmin−1

)
6 o(1) +

ε

p αmin − 1
(với mọi |n| > j0).

Điều này kéo theo

1

|n|pαmin−1

|n|∑
j=1

jpαmin−1P
(
‖X‖ > (j − 1)αmin

)
→ 0 khi |n| → ∞.

Vì vậy, định lý được chứng minh. �
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Ví dụ sau đây minh họa cho Định lý 2.1.9. Nó sẽ chỉ ra rằng điều

kiện αmin > 1/p không thể thay thế bởi điều kiện αmin > 1/p. Ví dụ này

được lấy ý tưởng từ Ví dụ 5.1 trong [52].

2.1.10 Ví dụ. Ta đề cập đến không gian `1 gồm các dãy số thực khả

tổng x = {xj, j > 1} với ‖x‖ =
∑∞

j=1 |xj|. Theo Nhận xét 1.1.8(iii) thì

`1 là không gian 1-khả trơn. Với mỗi j > 1, phần tử thuộc `1 có vị trí thứ

j nhận giá trị bằng 1 và những vị trí còn lại đều nhận giá trị bằng 0 được

ký hiệu là x(j). Giả sử ϕ : Nd → N là một song ánh và {Xn,n ∈ Nd} là
một mảng các biến ngẫu nhiên độc lập thỏa mãn

P
(
Xn = x(ϕ(n))

)
= P

(
Xn = −x(ϕ(n))

)
=

1

2
, n ∈ Nd.

Khi đó {Xn,n ∈ Nd} là một mảng các biến ngẫu nhiên độc lập và

có kỳ vọng bằng 0. Hơn nữa,
{
Xn,Fn = σ{Xk,1 � k � n},n ∈ Nd

}
là một mảng phù hợp, nhận giá trị trong không gian Banach 1-khả trơn

`1 thỏa mãn E(XnIA|Gn−1) là Fn-đo được với mọi A ∈ σ(Xn) và mọi

n ∈ Nd.

Nhận thấy {Xn,n ∈ Nd} bị trội ngẫu nhiên bởi X1 và giả thiết (2.1.9)

được thỏa mãn với α = 1. Tuy nhiên, với mọi n ∈ Nd,

1

|n(α)|

∥∥∥ ∑
1�k�n

(
Xk − E(Ynk|Gk−1)

)∥∥∥ =
1

|n|

∥∥∥ ∑
1�k�n

Xk

∥∥∥ = 1.

Vì vậy, kết luận (2.1.10) của Định lý 2.1.9 không đúng.

Hệ quả sau đây thiết lập luật yếu số lớn Kolmogorov-Feller cho mảng

các biến ngẫu nhiên độc lập.

2.1.11 Hệ quả. Giả sử p là một số thực (16p62),α=(α1, ..., αd) ∈ Rd

thỏa mãn αmin > 1/p, {Xn,n ∈ Nd} là một mảng các biến ngẫu nhiên

độc lập, nhận giá trị trong một không gian Banach p-khả trơn và bị

trội ngẫu nhiên bởi biến ngẫu nhiên X. Đặt Ynk = Xk I(‖Xk‖6|n(α)|).
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Khi đó (2.1.9) kéo theo

1

|n(α)|
∑

1�k�n

(Xk − EYnk)
P→ 0 khi |n| → ∞.

2.1.12 Hệ quả. Giả sử r là một số thực (r > 1/2), {Xn,n ∈ Nd} là

một mảng các biến ngẫu nhiên độc lập, cùng phân phối và nhận giá trị

thực. Nếu

lim
λ→∞

λP(|X1| > λr) = 0

thì

1

|n|r
( ∑

1�k�n

Xk − |n| E
(
X1 I(|X1|6|n|r)

)) P→ 0 khi |n| → ∞.

Trong trường hợp d = 1 và r = 1, Hệ quả 2.1.12 kéo theo luật yếu số

lớn Kolmogorov-Feller.

2.2. Luật yếu số lớn đối với mảng phù hợp theo hàng

Hai khái niệm mảng phù hợp theo hàng và mảng hiệu martingale theo

hàng đã được giới thiệu bởi Nguyễn Văn Quảng và Nguyễn Ngọc Huy

trong [47]. Trong mục này, chúng tôi tiếp tục nghiên cứu tiêu chuẩn hội

tụ suy biến và luật yếu số lớn Kolmogorov-Feller đối với mảng phù hợp

theo hàng, nhận giá trị trong không gian Banach p-khả trơn.

Trên N2, ta xét quan hệ thứ tự từ điển: (i, j)� (k, l) nếu i < k, hoặc

i = k và j < l. Quan hệ thứ tự này được sử dụng trong hai định nghĩa

sau đây:

2.2.1 Định nghĩa. Giả sử {Fmn,m > 1, n > 1} là một mảng các σ-đại

số con của F thỏa mãn Fij ⊂Fkl với mọi (i, j)� (k, l), {Xmn,m > 1,

n > 1} là một mảng các biến ngẫu nhiên nhận giá trị trong không gian

Banach E và Xmn là Fmn/B(E) đo được với mọi m > 1, n > 1. Khi đó

{Xmn,Fmn,m > 1, n > 1} được gọi là một mảng phù hợp theo hàng.
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2.2.2 Chú ý. Trong mục này, ta quy ước

F1,0 = {∅,Ω}, Fi,0 =

∞∨
j=1

Fi−1,j nếu i > 1.

2.2.3 Định nghĩa. Mảng phù hợp theo hàng {Xmn,Fmn,m>1, n>1}
được gọi là một mảng hiệu martingale theo hàng nếu nó lập thành hiệu

martingale trên mỗi hàng, nghĩa là, với mỗi m > 1,

E(Xm,n|Fm,n−1) = 0 h.c.c., n > 1.

Bổ đề sau đây thiết lập một bất đẳng thức moment đối với mảng hiệu

martingale theo hàng, nhận giá trị trong không gian Banach p-khả trơn.

2.2.4 Bổ đề. Nếu E là một không gian Banach p-khả trơn (16 p6 2)

thì tồn tại hằng số dương C = C(p) sao cho với mọi mảng hiệu

martingale theo hàng {Xmn,Fmn,m>1, n>1} nhận giá trị trong E,

E
∥∥∥ m∑
i=1

n∑
j=1

Xij

∥∥∥p 6 C

m∑
i=1

n∑
j=1

E‖Xij‖p, m > 1, n > 1. (2.2.1)

Chứng minh. Với mỗi m > 1 và n > 1, ta liên kết m hàng của mảng

{Xij,Fij, 1 6 i 6 m, 1 6 j 6 n} để thu được dãy {X ′j,F ′j, 1 6 j 6 mn}
bằng cách đặt

X ′1 = X11, X
′
2 = X12, ..., X

′
n = X1n,

.............., X ′(i−1)n+j = Xij, ...........

X ′(m−1)n+1 = Xm1, ..., X
′
m·n = Xmn,

và

F ′1 = F11,F ′2 = F12, ...,F ′n = F1n,

..............,F ′(i−1)n+j = Fij, ...........

F ′(m−1)n+1 = Fm1, ...,F ′m·n = Fmn.

Khi đó
m∑
i=1

n∑
j=1

Xij =

mn∑
i=1

X ′i,
m∑
i=1

n∑
j=1

‖Xij‖p =

mn∑
i=1

‖X ′i‖p. (2.2.2)
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Hơn nữa, vì {Xmn,Fmn,m > 1, n > 1} là một mảng hiệu martingale

theo hàng nên với mọi (i, j)� (k, l),

E(Xkl|Fij) = E
(
E(Xkl|Fk,l−1)|Fij

)
= E(0|Fij) = 0.

Điều này đảm bảo rằng {X ′j,F ′j, 1 6 j 6 mn} là một hiệu martingale.

Từ (2.2.2) và Bổ đề 1.1.10 ta nhận được (2.2.1). �

Định lý sau đây mở rộng tiêu chuẩn hội tụ suy biến đối với mảng phù

hợp theo hàng. Chú ý rằng, trong kết quả này, điều kiện đo được tương

tự như trong Định lý 2.1.1 là không cần thiết.

2.2.5 Định lý. Giả sử {amn,m > 1, n > 1} và {bmn,m > 1, n > 1} là
hai mảng các số thực dương, {Xmn,Fmn,m > 1, n > 1} là một mảng

phù hợp theo hàng và nhận giá trị trong một không gian Banach p-khả

trơn (1 6 p 6 2). Đặt Ymnij = Xij I(‖Xij‖6amn). Khi đó

1

bmn

m∑
i=1

n∑
j=1

(
Xij − E(Ymnij|Fi,j−1)

) P→ 0 khi mn→∞ (2.2.3)

nếu hai điều kiện sau đây được thỏa mãn:
m∑
i=1

n∑
j=1

P(‖Xij‖ > amn)→ 0 khi mn→∞, (2.2.4)

1

bpmn

m∑
i=1

n∑
j=1

E‖Ymnij−E(Ymnij|Fi,j−1)‖p→0 khi mn→∞. (2.2.5)

Chứng minh. Với mọi ε > 0, ta có

P
( 1

bmn

∥∥∥ m∑
i=1

n∑
j=1

(
Xij − E(Ymnij|Fi,j−1)

)∥∥∥ > ε
)

6 P
( 1

bmn

∥∥∥ m∑
i=1

n∑
j=1

(Xij − Ymnij)
∥∥∥ > ε/2

)
+ P

( 1

bmn

∥∥∥ m∑
i=1

n∑
j=1

(
Ymnij − E(Ymnij|Fi,j−1)

)∥∥∥ > ε/2
)
. (2.2.6)
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Từ (2.2.4) ta thu được

P
( 1

bmn

∥∥∥ m∑
i=1

n∑
j=1

(Xij − Ymnij)
∥∥∥ > ε/2

)
= P

( 1

bmn

∥∥∥ m∑
i=1

n∑
j=1

Xij I(‖Xij‖>amn)

∥∥∥ > ε/2
)

6 P
( ⋃

16i6m
16j6n

(‖Xij‖ > amn)
)

6
m∑
i=1

n∑
j=1

P(‖Xij‖ > amn)→ 0 khi mn→∞. (2.2.7)

Nhận thấy {Ymnij − E(Ymnij|Fi,j−1),Fij, i > 1, j > 1} là một mảng

phù hợp theo hàng. Hơn nữa, với mọi i > 1 và j > 1,

E
(
Ymnij − E(Ymnij|Fi,j−1)|Fi,j−1

)
= 0.

Do đó {Ymnij − E(Ymnij|Fi,j−1),Fij, i > 1, j > 1} là một mảng hiệu

martingale theo hàng. Sử dụng bất đẳng thức Markov, Bổ đề 2.2.4 và

điều kiện (2.2.5), ta có

P
(∥∥∥ 1

bmn

m∑
i=1

n∑
j=1

(
Ymnij − E(Ymnij|Fi,j−1)

)∥∥∥ > ε/2
)

6
2p

εp
E
∥∥∥ 1

bmn

m∑
i=1

n∑
j=1

(
Ymnij − E(Ymnij|Fi,j−1)

)∥∥∥p
=

2p

bpmnεp
E
∥∥∥ m∑

i=1

n∑
j=1

(
Ymnij − E(Ymnij|Fi,j−1)

)∥∥∥p
6

C2p

bpmnεp

m∑
i=1

n∑
j=1

E‖Ymnij−E(Ymnij|Fi,j−1)‖p→0 khi mn→∞. (2.2.8)

Kết hợp (2.2.6), (2.2.7) và (2.2.8) ta nhận được (2.2.3). �

Hệ quả sau đây được suy ra trực tiếp từ Định lý 2.2.5 và đưa ra tiêu

chuẩn hội tụ suy biến đối với mảng phù hợp theo hàng.
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2.2.6 Hệ quả. Giả sử {amn,m > 1, n > 1} và {bmn,m > 1, n > 1} là
hai mảng các số thực dương, {Xmn,Fmn,m > 1, n > 1} là một mảng

phù hợp theo hàng và nhận giá trị trong một không gian Banach p-khả

trơn (1 6 p 6 2). Đặt Ymnij = Xij I(‖Xij‖6amn). Khi đó

1

bmn

m∑
i=1

n∑
j=1

Xij
P→ 0 khi mn→∞

nếu

1

bmn

m∑
i=1

n∑
j=1

E(Ymnij|Fi,j−1)
P→ 0 khi mn→∞

và hai điều kiện (2.2.4), (2.2.5) được thỏa mãn.

Rõ ràng, nếu Xmn
P−→ X khi mn → ∞ thì X1n

P−→ X khi n → ∞.

Do vậy, từ Hệ quả 2.2.6 ta thu được Định lý 2.1 trong [48].

Định lý sau đây thiết lập luật yếu số lớn Kolmogorov-Feller đối với

mảng phù hợp theo hàng. Trường hợp r = s và E = R, kết quả này kéo

theo Định lý 3.4 trong [47]. Phần chứng minh của Định lý 2.2.7 là hoàn

toàn tương tự như đối với Định lý 2.1.9 nên nó sẽ không được đề cập.

2.2.7 Định lý. Giả sử p, r, s là các số thực dương thỏa mãn 1 6 p 6 2

và r 6 s < p, {Xmn,Fmn,m > 1, n > 1} là một mảng phù hợp theo

hàng, nhận giá trị trong một không gian Banach p-khả trơn và thỏa mãn

điều kiện {Xmn,m > 1, n > 1} bị trội ngẫu nhiên bởi biến ngẫu nhiên X.

Đặt Ymnij = Xij I(‖Xij‖6m1/rn1/s). Nếu

lim
λ→∞

λP
(
‖X‖ > λ1/s

)
= 0

thì

1

m1/rn1/s

m∑
i=1

n∑
j=1

(
Xij − E(Ymnij|Fi,j−1)

) P→ 0 khi mn→∞.
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2.3. Kết luận của Chương 2

Trong chương này, luận án đã giải quyết được những vấn đề sau:

- Mở rộng tiêu chuẩn hội tụ suy biến đối với mảng phù hợp và mảng

phù hợp theo hàng;

- Thiết lập luật yếu số lớn Kolmogorov-Feller đối với mảng phù hợp

và mảng phù hợp theo hàng;

- Đưa ra các ví dụ làm sáng tỏ hơn cho các kết quả chính và những

vấn đề liên quan.
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CHƯƠNG 3

LUẬT MẠNH SỐ LỚN

ĐỐI VỚI MẢNG CÁC BIẾN NGẪU NHIÊN

Trong chương này, chúng tôi thiết lập một số luật mạnh số lớn đối

với mảng các biến ngẫu nhiên cho hai trường hợp n → ∞ và |n| → ∞.

Các kết quả chính của chương được viết dựa trên các bài báo [28], [29],

[44] và [46].

3.1. Các khái niệm và kết quả bổ trợ

Mục này trình bày phần kiến thức chuẩn bị bao gồm một số ký hiệu

và khái niệm cùng với bốn bổ đề bổ trợ liên quan đến nội dung của hai

mục tiếp theo.

Giả sử {ω1(j), j > 1}, {ω2(j), j > 1},..., {ωd(j), j > 1} là những dãy

tăng ngặt các số nguyên dương thỏa mãn ωi(1) = 1 với mọi i = 1, 2, ..., d.

Với mỗi m ∈ Nd
0 và mỗi n ∈ Nd, chúng ta sử dụng các ký hiệu sau:

ωn =
(
ω1(n1), ω2(n2), ..., ωd(nd)

)
,

∆n = {k : ωn � k ≺ ωn+1},

∆(m) = {k : 2m � k ≺ 2m+1},

∆
(m)
n = ∆n ∩∆(m),

Λm = {k : ∆
(m)
k 6= ∅},

ϕ(n) =
∑
k∈Nd0

card(Λk) I(∆(k))(n),

ψ(n) = max
1�k�n

ϕ(k),
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trong trường hợp n ∈ Λm, ta ký hiệu

r
(m)
n (i) = min

{
r: r ∈ [ωi(ni), ωi(ni + 1)

)
∩ [2mi, 2mi+1)

}
(1 6 i 6 d),

r
(m)
n =

(
r

(m)
n (1), r

(m)
n (2), ..., r

(m)
n (d)

)
.

Dễ thấy rằng nếu ω(n) = 2n−1 với mọi n ∈ Nd thì ∆n = ∆(n−1), do

đó ϕ(n) = ψ(n) = 1 với mọi n ∈ Nd.

Trong phần tiếp theo, chúng ta sẽ đề cập đến khái niệm mảng hiệu

martingale theo khối. Để thuận lợi cho việc đưa ra khái niệm này, chúng

ta cần trình bày định nghĩa mảng hiệu martingale cho trường hợp tập

chỉ số được thu hẹp theo khối. Chú ý rằng khái niệm cơ sở ngẫu nhiên

và khái niệm mảng phù hợp được sử dụng sau đây chỉ là sự thu hẹp chỉ

số từ các khái niệm tương ứng đã được đề cập trong Mục 1.2.

Giả sử {Fn,n ∈ Nd
0,n � m} là một cơ sở ngẫu nhiên (quy ước

Fn = {∅,Ω} nếu |n| = 0). Với mỗi n: 0 � n �m− 1, đặt

F1
n =

∨
16li6mi (26i6d)

Fn1l2l3...ld := σ

( m2⋃
l2=1

m3⋃
l3=1

...

md⋃
ld=1

Fn1l2l3...ld

)
,

F jn =
∨

16li6mi (16i6j−1)

∨
16li6mi (j+16i6d)

Fl1...lj−1njlj+1...ld nếu 1 < j < d,

Fdn =
∨

16li6mi (16i6d−1)

Fl1l2...ld−1nd,

trong trường hợp d = 1, đặt F1
n = Fn.

3.1.1 Định nghĩa. Mảng phù hợp {Xn,Fn,n ∈ Nd,n � m} được

gọi là một mảng hiệu martingale nếu E(Xn|F in−1) = 0 h.c.c. với mọi

1 � n �m và mọi i = 1, 2, ..., d.

3.1.2 Nhận xét.

(i) Nếu {Xn,Fn,n ∈ Nd} là một mảng hiệu martingale thì với mọi

k, l ∈ Nd (k � l), {Xn,Fn,k � n � l} là một mảng hiệu martingale.
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(ii) Nếu {Xn,Fn,1 � n � m} là một mảng hiệu martingale thì với

mọi 1 � k � l �m, {Xn,Fn,k � n � l} là một mảng hiệu martingale.

(iii) Nếu {Xn,Fn,n ∈ Nd,n � m} là một mảng hiệu martingale thì

{X ′n,F ′n,n ∈ Nd} là một mảng hiệu martingale, trong đó

X ′n =

{
Xn nếu 1 � n �m,

0 nếu ngược lại

và

F ′n =

{
Fn nếu 1 � n �m,

σ{Fk : 1 � k �m, k � n} nếu ngược lại

với mọi n ∈ Nd.

3.1.3 Định nghĩa. Giả sử {Xn,n ∈ Nd} là một mảng các biến ngẫu

nhiên và {Fn,n ∈ Nd} là một mảng các σ-đại số con của F . Khi đó

mảng {Xn,Fn,n ∈ Nd} được gọi là một mảng hiệu martingale theo khối

đối với các khối {∆k,k ∈ Nd} nếu {Xn,Fn,n ∈ ∆k} là một mảng hiệu

martingale với mọi k ∈ Nd.

3.1.4 Định nghĩa. Mảng các biến ngẫu nhiên {Xn,n ∈ Nd} được gọi

là một mảng độc lập theo khối đối với các khối {∆k,k ∈ Nd} nếu

{Xn,n ∈ ∆k} là một mảng các biến ngẫu nhiên độc lập với mọi k ∈ Nd.

3.1.5 Nhận xét. Tập tất cả các mảng hiệu martingale theo khối rộng

hơn tập tất cả các mảng các biến ngẫu nhiên độc lập theo khối và có kỳ

vọng bằng 0.

Khái niệm dãy và mảng các biến ngẫu nhiên p-trực giao đã lần lượt

được giới thiệu bởi J. O. Howell và R. L. Taylor trong [27], F. Móricz,

K. L. Su và R. L. Taylor trong [39]. Định nghĩa sau đây là dạng nhiều

chiều của Định nghĩa 2.1 trong [39].

3.1.6 Định nghĩa. Mảng các biến ngẫu nhiên {Xn,n ∈ Nd,n � m}
được gọi là một mảng p-trực giao (1 6 p < ∞) nếu E‖Xn‖p < ∞ với
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mọi n �m và

E
∥∥∥ ∑

1�n�k

aπ1(n1)π2(n2)...πd(nd)Xπ1(n1)π2(n2)...πd(nd)

∥∥∥p
6 E

∥∥∥ ∑
1�n�l

aπ1(n1)π2(n2)...πd(nd)Xπ1(n1)π2(n2)...πd(nd)

∥∥∥p
với mọi k, l (1 � k � l � m), mọi mảng các số thực {an,1 � n � m}
và mọi phép hoán vị π1, π2,..., πd tương ứng trên các tập số nguyên

{1, 2, ..., l1}, {1, 2, ..., l2},..., {1, 2, ..., ld}.

3.1.7 Nhận xét.

(i) Trong trường hợp {Xn,n �m} là một mảng các biến ngẫu nhiên

nhận giá trị thực, nếu {Xn,n � m} là một mảng trực giao (xem [37,

tr. 256]) thì nó là một mảng 2-trực giao.

(ii) Nếu {Xn,n � m} là một mảng các biến ngẫu nhiên p-trực giao

(1 6 p < ∞) thì {Xn,k � n � l} là một mảng p-trực giao với mọi

1 � k � l �m.

3.1.8 Định nghĩa. Mảng các biến ngẫu nhiên {Xn,n ∈ Nd} được

gọi là một mảng p-trực giao theo khối (1 6 p < ∞) đối với các khối

{∆k,k ∈ Nd} nếu {Xn,n ∈ ∆k} là một mảng p-trực giao với mọi

k ∈ Nd.

Bổ đề sau đây đã được chứng minh bởi F. Móricz, K. L. Su và

R. L. Taylor cho trường hợp d = 2 (xem [39, Bổ đề 3.2]). Trong trường

hợp d > 2, nó cũng được chứng minh tương tự.

3.1.9 Bổ đề. Nếu {Xn,n ∈ Nd,n � m} là một mảng các biến ngẫu

nhiên p-trực giao, nhận giá trị trong một không gian Banach Rademacher

loại p (1 6 p 6 2) thì tồn tại một hằng số dương C (không phụ thuộc

vào m) sao cho

E
(

max
1�k�m

∥∥∥ ∑
1�l�k

Xl

∥∥∥)p 6 C

d∏
i=1

(1 + log2mi)
p
∑

1�k�m

E‖Xk‖p.
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3.1.10 Bổ đề. Giả sử Φ1(.), Φ2(.),..., Φd(.) là những hàm nhận giá trị

dương, không giảm và không bị chặn trên tập (0,∞), {xn,n ∈ Nd
0} là

một mảng các số thực thỏa mãn

lim
|n|→∞

xn = 0. (3.1.1)

Nếu

sup
n∈Nd0

(( d∏
i=1

Φi(2
ni)
)−1 ∑

0�k�n

( d∏
i=1

Φi(2
ki+1)

))
<∞

thì( d∏
i=1

Φi(2
ni)
)−1 ∑

0�k�n

( d∏
i=1

Φi(2
ki+1)

)
xk → 0 khi |n| → ∞. (3.1.2)

Chứng minh. Đặt

C = sup
n∈Nd0

(( d∏
i=1

Φi(2
ni)
)−1 ∑

0�k�n

( d∏
i=1

Φi(2
ki+1)

))
. (3.1.3)

Khi đó điều kiện (3.1.1) đảm bảo rằng với mọi ε > 0, tồn tại số nguyên

dương n0 sao cho với mọi n ∈ Nd mà |n| > n0 thì

|xn| 6
ε

2C
. (3.1.4)

Mặt khác, vì Φ1(.), Φ2(.),..., Φd(.) là những hàm nhận giá trị dương,

không giảm và không bị chặn trên tập (0,∞) nên

d∏
i=1

Φi(2
ni)→∞ khi |n| → ∞.

Do đó, tồn tại một số nguyên dương m0 > n0 sao cho với mọi n ∈ Nd

mà |n| > m0 thì∣∣∣( d∏
i=1

Φi(2
ni)
)−1 ∑
|k|<n0, 0�k�n

( d∏
i=1

Φi(2
ki+1)

)
xk

∣∣∣ < ε/2. (3.1.5)
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Từ (3.1.3), (3.1.4) và (3.1.5), với mọi n ∈ Nd (|n| > m0), ta có∣∣∣( d∏
i=1

Φi(2
ni)
)−1 ∑

0�k�n

( d∏
i=1

Φi(2
ki+1)

)
xk

∣∣∣
6
∣∣∣( d∏

i=1

Φi(2
ni)
)−1 ∑
|k|<n0, 0�k�n

( d∏
i=1

Φi(2
ki+1)

)
xk

∣∣∣
+
∣∣∣( d∏

i=1

Φi(2
ni)
)−1 ∑
|k|>n0, 0�k�n

( d∏
i=1

Φi(2
ki+1)

)
xk

∣∣∣
6
ε

2
+ C

ε

2C
= ε.

Vì vậy, ta nhận được kết luận (3.1.2). �

Bổ đề tiếp theo được lấy ý tưởng từ Bổ đề 2.6 của I. Fazekas và

T. Tómács [12]. Bổ đề này là một dạng nhiều chiều của bổ đề Kronecker.

3.1.11 Bổ đề. Giả sử {xn,n ∈ Nd} là một mảng các số thực không âm

và {bn,n ∈ Nd} là một mảng không giảm các số thực dương thỏa mãn

bn →∞ khi n→∞. Nếu ∑
n∈Nd

xn <∞

thì

1

bn

∑
1�k�n

bkxk → 0 khi n→∞. (3.1.6)

Chứng minh. Với mọi ε > 0, tồn tại n0 ∈ Nd sao cho∑
k∈Nd

xk −
∑

1�k�n0

xk 6 ε.

Do đó, với mọi n � n0,

0 6
1

bn

( ∑
1�k�n

bkxk −
∑

1�k�n0

bkxk

)
6
( ∑

1�k�n

xk −
∑

1�k�n0

xk

)
6 ε,



53

điều này kéo theo

1

bn

( ∑
1�k�n

bkxk −
∑

1�k�n0

bkxk

)
→ 0 khi n→∞. (3.1.7)

Mặt khác, vì bn →∞ khi n→∞ nên

1

bn

∑
1�k�n0

bkxk → 0 khi n→∞. (3.1.8)

Kết hợp (3.1.7) và (3.1.8) ta nhận được (3.1.6). �

3.1.12 Bổ đề. Giả sử {Xn,n ∈ Nd} là một mảng các biến ngẫu nhiên

nhận giá trị thực thỏa mãn

lim
n→∞

P
(

sup
k�n
|Xk| > ε

)
= 0 (3.1.9)

với mọi ε > 0. Khi đó Xn → 0 h.c.c. khi n→∞.

Chứng minh. Với mỗi n ∈ Nd và mỗi i, j > 1, đặt

A
(i)
n =

⋃
k�n

(
|Xk| >

1

i

)
, B

(i)
j = A

(i)
j,j,...,j.

Khi đó ⋂
n∈Nd

A
(i)
n =

⋂
j∈N

B
(i)
j ,

và điều này kéo theo

P
( ⋂

n∈Nd
A

(i)
n

)
= P

( ⋂
j∈N

B
(i)
j

)
= lim

j→∞
P(B

(i)
j ).

Với mỗi i > 1, mảng {P(A
(i)
n ),n ∈ Nd} và dãy {P(B

(i)
j ), j > 1} không

tăng và bị chặn dưới bởi 0 nên

lim
n→∞

P(A
(i)
n ) = lim

j→∞
P(B

(i)
j ) = P

( ⋂
n∈Nd

A
(i)
n

)
. (3.1.10)
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Từ (3.1.9) và (3.1.10) ta nhận được

P
( ⋂

n∈Nd

⋃
k�n

(
|Xk| >

1

i

))
= lim

n→∞
P
( ⋃

k�n

(
|Xk| >

1

i

))
6 lim

n→∞
P
(

sup
k�n
|Xk| >

1

i

)
= 0.

Đặt

A =
⋃
i>1

⋂
n∈Nd

⋃
k�n

(
|Xk| >

1

i

)
.

Khi đó P(A) = 0 và nếu ω /∈ A thì

ω ∈
⋂
i>1

⋃
n∈Nd

⋂
k�n

(
|Xk| <

1

i

)
,

nghĩa là với mọi i > 1, tồn tại l ∈ Nd sao cho |Xk(ω)| < 1/i với mọi

k � l. Điều này kéo theo Xk → 0 h.c.c. khi k→∞. �

3.2. Luật mạnh số lớn đối với mảng các biến ngẫu nhiên cho

trường hợp n→∞

Mục này được dành để thiết lập luật mạnh số lớn tổng quát đối với

mảng các biến ngẫu nhiên theo giới hạn n→∞ cho cả hai trường hợp:

có và không có điều kiện hình học của không gian Banach. Phương pháp

chứng minh các kết quả này chủ yếu dựa vào bất đẳng thức cực đại dạng

bất đẳng thức Hájek-Rényi được trình bày trong Định lý 1.3.3 và một

dạng nhiều chiều của bổ đề Kronecker được trình bày trong Bổ đề 3.1.11.

I. Fazekas và O. Klesov trong [11] đã chứng minh một bất đẳng thức

cực đại dạng bất đẳng thức Hájek-Rényi và đưa ra điều kiện để một

dãy các biến ngẫu nhiên tuân theo luật mạnh số lớn tổng quát. Sau đó,

O. Klesov, I. Fazekas, C. Noszály và T. Tómács trong [30] đã mở rộng

kết quả này cho trường hợp nhiều chiều. Họ đã đưa ra điều kiện để một
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mảng các biến ngẫu nhiên nhận giá trị thực tuân theo luật mạnh số lớn

1

bn

∑
1�k�n

Xk → 0 h.c.c. khi n→∞, (3.2.1)

trong đó {bn,n ∈ Nd} là một mảng có dạng tích của d dãy các số thực

dương, không giảm và không bị chặn, nghĩa là bn =
∏d
i=1 b

(i)
ni , trong đó

{b(i)j , j > 1} là một dãy các số thực dương, không giảm và không bị chặn

với mỗi i = 1, 2, ..., d. Kết quả của họ được phát biểu như sau:

3.2.1 Định lý. ([30], Định lý 3.2) Giả sử p là một số thực dương,

{an,n ∈ Nd} là một mảng các số thực không âm, {bn,n ∈ Nd} là một

mảng có dạng tích của d dãy các số thực dương, không giảm và không bị

chặn, {Xn,n ∈ Nd} là một mảng các biến ngẫu nhiên nhận giá trị thực

thỏa mãn

E
(

max
1�k�n

∣∣∣ ∑
1�l�k

Xl

∣∣∣)p 6 ∑
1�k�n

ak, n ∈ Nd.

Khi đó điều kiện ∑
n∈Nd

an

bpn
<∞ (3.2.2)

kéo theo luật mạnh số lớn (3.2.1).

Nhận xét sau đây liên quan đến điều kiện của dãy {bn,n ∈ Nd} được
sử dụng trong Định lý 3.2.1.

3.2.2 Nhận xét. Giả sử {bn,n ∈ Nd} là một mảng có dạng tích của d

dãy các số thực dương, không giảm và không bị chặn. Khi đó tồn tại

d dãy các số thực dương, không giảm và không bị chặn {b(1)
j , j > 1},

{b(2)
j , j > 1},..., {b(d)

j , j > 1} sao cho

bn = b
(1)
n1
b
(2)
n2
...b

(d)
nd , n ∈ Nd. (3.2.3)

Chú ý rằng bn =
∑

1�k�n4bk, do đó

4bn = (b
(1)
n1
− b(1)

n1−1)(b
(2)
n2
− b(2)

n2−1)...(b
(d)
nd − b

(d)
nd−1), n ∈ Nd. (3.2.4)
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Những điều này đảm bảo rằng {bn,n ∈ Nd} là một mảng các số thực

dương, có sai phân không âm và bn →∞ khi n→∞.

Như vậy, nếu {bn,n ∈ Nd} là một mảng có dạng tích của d dãy các

số thực dương, không giảm và không bị chặn thì nó là một mảng các số

thực dương, có sai phân không âm và bn → ∞ khi n → ∞. Tuy nhiên,

điều ngược lại không đúng khi d > 1. Ví dụ sau sẽ cho ta thấy điều này.

3.2.3 Ví dụ. Giả sử d là một số nguyên dương (d > 1). Với mỗi n ∈ Nd,

đặt bn = |n|+ min{n1, n2, ..., nd}. Khi đó

4bn =

{
2 nếu n1 = n2 = ... = nd,

1 nếu ngược lại.
(3.2.5)

Điều đó có nghĩa rằng {bn,n ∈ Nd} là một mảng các số thực dương, có

sai phân không âm và bn →∞ khi n→∞.

Bây giờ ta sẽ chỉ ra {bn,n ∈ Nd} không phải là một mảng có dạng

tích của d dãy các số thực. Thật vậy, giả sử tồn tại d dãy các số thực

{b(1)
j , j > 1}, {b(2)

j , j > 1},..., {b(d)
j , j > 1} thỏa mãn (3.2.3). Khi đó

(3.2.4) đúng, do đó với mọi n ∈ Nd,

4bn4bn+1 = 4bn1n2...nd−1,nd+14bn1+1,n2+1,...,nd−1+1,nd. (3.2.6)

Tuy nhiên, nếu chọn n = 1 thì

4bn4bn+1 = 4 6= 4bn1n2...nd−1,nd+14bn1+1,n2+1,...,nd−1+1,nd = 1,

hay (3.2.6) mâu thuẫn với (3.2.5). Do vậy {bn,n ∈ Nd} không phải là

một mảng có dạng tích của d dãy các số thực.

Trong định lý sau đây, chúng ta tiếp tục giải quyết bài toán tìm

điều kiện để một mảng các biến ngẫu nhiên tuân theo luật mạnh số lớn

(3.2.1), trong đó {bn,n ∈ Nd} là một mảng các số thực dương, có sai

phân không âm và bn →∞ khi n→∞. Chú ý rằng, trong định lý này

không có các giả thiết về cấu trúc của mảng các biến ngẫu nhiên và tính

chất hình học của không gian Banach.



57

3.2.4 Định lý. Giả sử p là một số thực dương, {an,n ∈ Nd} là một

mảng các số thực không âm, {bn,n ∈ Nd} là một mảng các số thực

dương, có sai phân không âm và bn → ∞ khi n → ∞, {Xn,n ∈ Nd}
là một mảng các biến ngẫu nhiên nhận giá trị trong một không gian

Banach thực và khả ly sao cho tồn tại hằng số C > 0 để với mọi m � n

(m,n ∈ Nd) thì

E
(

max
1�k�n

∥∥∥ ∑
1�l�k

Xl

bl + bm

∥∥∥)p 6 C
∑

1�k�n

ak

(bk + bm)p
. (3.2.7)

Khi đó điều kiện (3.2.2) kéo theo luật mạnh số lớn (3.2.1).

Chứng minh. Từ (3.2.7) và Định lý 1.3.3, với mọi ε > 0 và mọi m � n,

P
(

max
m�k�n

1

bk

∥∥∥ ∑
1�l�k

Xl

∥∥∥ > ε
)
6
C

εp
E
(

max
1�k�n

∥∥∥ ∑
1�l�k

Xl

bl + bm

∥∥∥)p
6
C

εp

∑
1�k�n

ak

(bk + bm)p
.

Khi đó, cho n→∞, ta có

P
(

sup
k�m

1

bk

∥∥∥ ∑
1�l�k

Xl

∥∥∥ > ε
)
6
C

εp

∑
k∈Nd

ak

(bk + bm)p

=
C

εp

( ∑
1�k�m

ak

(bk + bm)p
+
( ∑

k∈Nd

ak

(bk + bm)p
−

∑
1�k�m

ak

(bk + bm)p

))
6
C

εp

( ∑
1�k�m

ak

bpm
+
( ∑

k∈Nd

ak

bpk
−

∑
1�k�m

ak

bpk

))
. (3.2.8)

Mặt khác, từ (3.2.2) và Bổ đề 3.1.11 ta suy ra

lim
m→∞

( 1

bpm

∑
1�k�m

ak

)
= 0, (3.2.9)

và cũng từ (3.2.2),

lim
m→∞

( ∑
k∈Nd

ak

bpk
−

∑
1�k�m

ak

bpk

)
= 0. (3.2.10)
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Kết hợp (3.2.8), (3.2.9) và (3.2.10) ta nhận được

lim
m→∞

P
(

sup
k�m

1

bk

∥∥∥ ∑
1�l�k

Xl

∥∥∥ > ε
)

= 0.

Vì vậy, kết luận (3.2.1) được suy ra từ Bổ đề 3.1.12. �

Ví dụ sau đây liên quan đến Định lý 3.2.1 và Định lý 3.2.4. Nó sẽ

đưa ra một trường hợp mà luật mạnh số lớn (3.2.1) được suy ra từ

Định lý 3.2.4 và không thể suy ra từ Định lý 3.2.1.

3.2.5 Ví dụ. Giả sử d là một số nguyên dương (d > 1), {bn,n ∈ Nd} là
một mảng các số thực dương và được xác định như trong Ví dụ 3.2.3,

{Xn,n ∈ Nd} là một mảng các biến ngẫu nhiên độc lập, nhận giá trị

thực và có phân phối xác suất

P(Xn = −|n|1/4) = P(Xn = |n|1/4) =
1

2
, n ∈ Nd.

Khi đó {Xn,n ∈ Nd} là một mảng các biến ngẫu nhiên độc lập, có kỳ

vọng bằng 0 và nhận giá trị trong không gian Banach 2-khả trơn R.

Vì {bn,n ∈ Nd} không phải là một mảng có dạng tích của d dãy

không giảm các số thực dương nên ta không thể sử dụng Định lý 3.2.1

để thu được luật mạnh số lớn (3.2.1). Tuy nhiên, theo Ví dụ 1.2.4 thì

{Xn/rn,Fn = σ(Xk,1 � k � n),n ∈ Nd} là một mảng hiệu martingale

với mọi mảng các số thực dương {rn,n ∈ Nd}. Do đó

E
(

max
1�k�n

∣∣∣ ∑
1�l�k

Xl

rl

∣∣∣)2
6 C

∑
1�k�n

E|Xk|2

r2
k

, n ∈ Nd (theo Định lý 1.3.4)

hay điều kiện (3.2.7) được thỏa mãn với p = 2 và an = E|Xn|2 (n ∈ Nd).

Hơn nữa ∑
n∈Nd

E|Xn|2

b2n
6
∑
n∈Nd

|n|1/2

|n|2
<∞,

nên (3.2.2) đúng. Từ Định lý 3.2.4 ta nhận được luật mạnh số lớn (3.2.1).
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Các kết quả tiếp theo là những trường hợp riêng của Định lý 3.2.4

khi ta bổ sung các giả thiết về cấu trúc của mảng các biến ngẫu nhiên

và tính chất hình học của không gian Banach. Định lý sau đây đưa ra

một đặc trưng của không gian Banach p-khả trơn dưới dạng luật mạnh

số lớn tổng quát đối với mảng hiệu martingale.

3.2.6 Định lý. Giả sử p là một số thực (1 6 p 6 2) và d là một số

nguyên dương. Khi đó hai phát biểu sau là tương đương:

(i) E là một không gian Banach p-khả trơn.

(ii) Với mọi mảng hiệu martingale {Xn,Fn,n ∈ Nd} nhận giá trị

trong E, mọi mảng {bn,n ∈ Nd} các số thực dương, có sai phân không

âm và bn →∞ khi n→∞, điều kiện∑
n∈Nd

E‖Xn‖p

bpn
<∞ (3.2.11)

kéo theo luật mạnh số lớn (3.2.1).

Chứng minh. (i)⇒ (ii): Dễ thấy rằng nếu {Xn,Fn,n ∈ Nd} là một mảng

hiệu martingale thì với mọi m ∈ Nd, {Xn/(bn + bm),Fn,n ∈ Nd} cũng
là một mảng hiệu martingale. Vì vậy, kéo theo ((i)⇒ (ii)) được suy ra

từ Định lý 1.3.4 và Định lý 3.2.4.

(ii)⇒ (i): Giả sử phát biểu (ii) đúng với một số nguyên dương d nào

đó. Ta sẽ sử dụng Bổ đề 1.1.10 để chứng minh E là một không gian

Banach p-khả trơn.

Thật vậy, giả sử {Xj,Fj, j > 1} là một hiệu martingale nhận giá trị

trong E và thỏa mãn điều kiện (1.1.2). Với mỗi n ∈ Nd, đặt bn = n1.

Khi đó {bn,n ∈ Nd} là một mảng các số thực dương, có sai phân không

âm và bn → ∞ khi n → ∞. Hơn nữa, sử dụng cách xây dựng mảng

hiệu martingale xuất phát từ hiệu martingale {Xj,Fj, j > 1} như trong

Ví dụ 1.2.5, ta thu được mảng hiệu martingale {Xn,Fn,n ∈ Nd} thỏa
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mãn đẳng thức ∑
n∈Nd

E‖Xn‖p

bpn
=

∞∑
n1=1

E‖Xn1
‖p

np1
.

Vậy nên (1.1.2) kéo theo (3.2.11), do đó ta nhận được luật mạnh số lớn

(3.2.1). Điều này cùng với đẳng thức

1

n1

n1∑
j=1

Xj =
1

bn

∑
1�k�n

Xk

đảm bảo rằng (1.1.3) đúng. Theo Bổ đề 1.1.10, E là một không gian

p-khả trơn. �

Trong trường hợp d = 1, Định lý 3.2.6 kéo theo hệ quả sau đây. Hệ

quả này đã được chứng minh bởi S. Gan trong [13].

3.2.7 Hệ quả. Giả sử p là một số thực (1 6 p 6 2). Khi đó hai phát

biểu sau là tương đương:

(i) E là một không gian Banach p-khả trơn.

(ii) Với mọi hiệu martingale {Xj,Fj, j > 1} nhận giá trị trong E và

mọi dãy không giảm các số thực dương {bj, j > 1} thỏa mãn bj → ∞
khi j →∞, điều kiện

∞∑
j=1

E‖Xj‖p

bpj
<∞

kéo theo luật mạnh số lớn

1

bi

i∑
j=1

Xj → 0 h.c.c. khi i→∞.

Bằng việc sử dụng Bổ đề 1.1.14 và phương pháp chứng minh tương

tự như đối với Định lý 3.2.6, ta nhận được định lý sau đây. Kết quả này

đưa ra một đặc trưng của không gian Banach Rademacher loại p dưới

dạng luật mạnh số lớn tổng quát đối với mảng các biến ngẫu nhiên độc

lập và có kỳ vọng bằng 0.
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3.2.8 Định lý. Giả sử p là một số thực (1 6 p 6 2) và d là một số

nguyên dương. Khi đó hai phát biểu sau là tương đương:

(i) E là một không gian Banach Rademacher loại p.

(ii) Với mọi mảng {Xn,n ∈ Nd} các biến ngẫu nhiên độc lập, có kỳ

vọng bằng 0 và nhận giá trị trong E, mọi mảng {bn,n ∈ Nd} các số thực

dương, có sai phân không âm và bn →∞ khi n→∞, điều kiện (3.2.11)

kéo theo luật mạnh số lớn (3.2.1).

3.2.9 Hệ quả. Giả sử α = (α1, α2, ..., αd) ∈ Rd
+, p là một số thực

(1 6 p 6 2), {Xn,n ∈ Nd} là một mảng các biến ngẫu nhiên độc lập,

nhận giá trị thực và có kỳ vọng bằng 0. Khi đó điều kiện∑
n∈Nd

E|Xn|p

|n(α)|p
<∞

kéo theo luật mạnh số lớn

1

|n(α)|
∑

1�k�n

Xk → 0 h.c.c. khi n→∞. (3.2.12)

Chứng minh. Vì {bn = |n(α)|,n ∈ Nd} là một mảng có dạng tích của

d dãy các số thực dương, không giảm và không bị chặn nên theo

Nhận xét 3.2.2, nó là một mảng các số thực dương, có sai phân không âm

và bn →∞ khi n→∞. Mặt khác, vì R là một không gian Rademacher

loại 2 nên nó cũng là một không gian Rademacher loại p với 1 6 p < 2.

Vì vậy, Hệ quả 3.2.9 được suy ra từ Định lý 3.2.8. �

Trong trường hợp p = 2 và α = 1, Hệ quả 3.2.9 kéo theo Định lý 2.8

của T. C. Christofides và R. J. Serfling trong [6].

3.2.10 Chú ý. Nhận xét 3.2.2 cùng với Ví dụ 3.2.3 đã chỉ ra rằng nếu

{bn,n ∈ Nd} là một mảng các số thực dương thì điều kiện {bn,n ∈ Nd}
có các sai phân không âm yếu hơn điều kiện nó là một mảng có dạng

tích của d dãy không giảm các số thực dương. Tuy nhiên, Hệ quả 3.2.9
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lại đề cập đến một trường hợp mà {bn,n ∈ Nd} là một dạng đặc biệt

của mảng có dạng tích của d dãy không giảm các số thực dương. Việc

chọn mảng {bn,n ∈ Nd} như trong Hệ quả 3.2.9 cũng có những hạn chế

nhất định. Nhận xét 3.3.5 của mục tiếp theo sẽ cho ta thấy điều này.

3.3. Luật mạnh số lớn đối với mảng các biến ngẫu nhiên cho

trường hợp |n| → ∞

Mục này được dành để thiết lập luật mạnh số lớn đối với mảng các

biến ngẫu nhiên theo giới hạn |n| → ∞ cho cả hai trường hợp: có và

không có điều kiện hình học của không gian Banach.

Định lý sau đây mở rộng luật mạnh số lớn Kolmogorov đối với mảng

hiệu martingale và đưa ra hai đặc trưng của không gian Banach p-khả

trơn. Ngoài ra, phát biểu (ii) của định lý còn chỉ ra được sự hội tụ theo

trung bình cấp p. Phương pháp chính để chứng minh kết quả này là

phương pháp dãy con (xem [4, tr. 61]).

3.3.1 Định lý. Giả sử p là một số thực (1 6 p 6 2) và d là một số

nguyên dương. Khi đó các phát biểu sau là tương đương:

(i) E là một không gian Banach p-khả trơn.

(ii) Với mọi α = (α1, α2, ..., αd) ∈ Rd
+ và mọi mảng hiệu martingale

{Xn,Fn,n ∈ Nd} nhận giá trị trong E, điều kiện∑
n∈Nd

E‖Xn‖p

|n(α)|p
<∞ (3.3.1)

kéo theo

max
1�k�n

∥∥ ∑
1�l�k

Xl
∥∥

|n(α)|
→ 0 h.c.c. và trong Lp khi |n| → ∞. (3.3.2)

(iii) Với mọi mảng hiệu martingale {Xn,Fn,n ∈ Nd} nhận giá trị

trong E, điều kiện ∑
n∈Nd

E‖Xn‖p

|n|p
<∞ (3.3.3)
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kéo theo luật mạnh số lớn

1

|n|
∑

1�k�n

Xk → 0 h.c.c. khi |n| → ∞. (3.3.4)

Chứng minh. (i)⇒ (ii): Với mỗi k ∈ Nd, đặt Sk =
∑

1�l�kXl. Khi đó,

từ (3.3.1) và Định lý 1.3.4 ta có

∑
k∈Nd

E

( max
1�m�2k

∥∥ ∑
1�l�m

Xl
∥∥

d∏
i=1

2kiαi

)p
6 C

∑
k∈Nd

∑
1�l�2k

E‖Xl‖p

( d∏
i=1

2kiαi
)p

6 C
∑
l∈Nd

E‖Xl‖p

|l(α)|p
<∞.

Theo bất đẳng thức Markov thì

max
1�m�2k

∥∥ ∑
1�l�m

Xl
∥∥

d∏
i=1

2kiαi

→ 0 h.c.c. và trong Lp khi |k| → ∞.

Với mỗi n ∈ Nd, chọn k ∈ Nd sao cho n ∈ ∆(k−1). Khi đó

max
1�m�n

∥∥ ∑
1�l�m

Xl
∥∥

|n(α)|
6

max
1�m�2k

∥∥ ∑
1�l�m

Xl
∥∥

d∏
i=1

2(ki−1)αi

=
( d∏
i=1

2αi
) max

1�m�2k

∥∥ ∑
1�l�m

Xl
∥∥

d∏
i=1

2kiαi

→ 0 h.c.c. và trong Lp khi |k| → ∞.

Vì vậy, ta nhận được (3.3.2).

(ii)⇒ (iii): Kéo theo này là hiển nhiên.
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(iii)⇒ (i): Giả sử phát biểu (iii) đúng với một số nguyên dương d nào

đó. Ta sẽ sử dụng Bổ đề 1.1.10 để chứng minh E là một không gian

Banach p-khả trơn.

Thật vậy, giả sử {Xj,Fj, j > 1} là một hiệu martingale nhận giá trị

trong E và thỏa mãn điều kiện (1.1.2). Sử dụng cách xây dựng mảng

hiệu martingale xuất phát từ hiệu martingale {Xj,Fj, j > 1} như trong

Ví dụ 1.2.5, ta thu được mảng hiệu martingale {Xn,Fn,n ∈ Nd} thỏa

mãn đẳng thức ∑
n∈Nd

E‖Xn‖p

|n|p
=

∞∑
n1=1

E‖Xn1
‖p

np1
.

Điều này cùng với (1.1.2) đảm bảo rằng (3.3.4) đúng. Khi đó, với việc

chọn n2 = n3 = ... = nd = 1 và cho n1 →∞, ta nhận được (1.1.3). Theo

Bổ đề 1.1.10, E là một không gian p-khả trơn. �

Định lý 3.3.1 tổng quát Định lý 4 của W. A. Woyczyński trong [64].

Trong trường hợp {Xn,n ∈ Nd} là một mảng các biến ngẫu nhiên độc

lập và có kỳ vọng bằng 0, Định lý 3.3.1 kéo theo hệ quả sau đây:

3.3.2 Hệ quả. Giả sử α = (α1, α2, ..., αd) ∈ Rd
+, {Xn,n ∈ Nd} là một

mảng các biến ngẫu nhiên độc lập, có kỳ vọng bằng 0 và nhận giá trị

trong không gian Banach p-khả trơn (1 6 p 6 2). Khi đó điều kiện

(3.3.1) kéo theo (3.3.2).

Vì đường thẳng thực R là một không gian Banach p-khả trơn với

1 6 p 6 2 nên Hệ quả 3.3.2 kéo theo hệ quả sau đây:

3.3.3 Hệ quả. Giả sử α = (α1, α2, ..., αd) ∈ Rd
+, p là một số thực

(1 6 p 6 2), {Xn,n ∈ Nd} là một mảng các biến ngẫu nhiên độc lập,

nhận giá trị thực và có kỳ vọng bằng 0. Khi đó điều kiện∑
n∈Nd

E|Xn|p

|n(α)|p
<∞
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kéo theo luật mạnh số lớn

1

|n(α)|
∑

1�k�n

Xk → 0 h.c.c. khi |n| → ∞. (3.3.5)

Ví dụ sau sẽ chỉ ra một trường hợp mà ta nhận được (3.3.5) nhờ sử

dụng Hệ quả 3.3.3.

3.3.4 Ví dụ. Giả sử p = 2, α = 1, {Xn,n ∈ Nd} là một mảng các biến

ngẫu nhiên độc lập và có phân phối xác suất

P(Xn = −|n|1/4) = P(Xn = |n|1/4) =
1

2
, n ∈ Nd.

Khi đó {Xn,n ∈ Nd} là một mảng các biến ngẫu nhiên độc lập, nhận

giá trị thực, có kỳ vọng bằng 0 và∑
n∈Nd

E|Xn|p

|n(α)|p
=
∑
n∈Nd

|n|1/2

|n|2
<∞.

Do vậy, luật mạnh số lớn (3.3.5) được suy ra từ Hệ quả 3.3.3.

3.3.5 Nhận xét. Liên quan đến hai loại giới hạn |n| → ∞ và n→∞,

ta thấy rằng kết luận (3.3.5) kéo theo kết luận (3.2.12) và điều ngược

lại không đúng khi d > 1. Điều này cùng với Ví dụ 3.3.4 đảm bảo rằng

Hệ quả 3.3.3 thực sự mạnh hơn Hệ quả 3.2.9. Hơn nữa, ta khẳng định

được Hệ quả 3.3.3 không chỉ tổng quát mà còn mạnh hơn Định lý 2.8 của

T. C. Christofides và R. J. Serfling trong [6].

Chú ý rằng Hệ quả 3.3.3 có thể tiếp tục được mở rộng. Vấn đề này

sẽ được đề cập trong Hệ quả 3.3.17 của phần tiếp theo.

Định lý sau đưa ra điều kiện để một mảng các biến ngẫu nhiên tuân

theo luật mạnh số lớn. Kết quả này là một công cụ quan trọng để thiết

lập luật mạnh số lớn đối với mảng các biến ngẫu nhiên có cấu trúc ràng

buộc theo khối. Tương tự như đối với Định lý 3.2.4, trong định lý này

không có các giả thiết về cấu trúc của mảng các biến ngẫu nhiên và tính

chất hình học của không gian Banach.
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3.3.6 Định lý. Giả sử q là một số thực (q > 1), {Xn,n ∈ Nd} là một

mảng các biến ngẫu nhiên nhận giá trị trong một không gian Banach

thực và khả ly, Φ1(.), Φ2(.),..., Φd(.) là những hàm nhận giá trị dương,

không giảm và không bị chặn trên tập (0,∞) thỏa mãn

sup
n∈Nd0

(( d∏
i=1

Φi(2
ni)
)−1 ∑

0�k�n

( d∏
i=1

Φi(2
ki+1)

))
<∞. (3.3.6)

Khi đó điều kiện( d∏
i=1

Φi(2
mi+1)

)−1(
ψ(2m)

)(1−q)/q ∑
k∈Λm

max
l∈∆

(m)
k

∥∥∥ ∑
r
(m)
k �t�l

Xt

∥∥∥→ 0 (3.3.7)

h.c.c. khi |m| → ∞ kéo theo( d∏
i=1

Φi(ni)
)−1(

ψ(n)
)(1−q)/q∑

1�k�n

Xk → 0 h.c.c. khi |n| → ∞. (3.3.8)

Chứng minh. Với m ∈ Nd
0, đặt

γm =
( d∏
i=1

Φi(2
mi+1)

)−1(
ψ(2m)

)(1−q)/q ∑
k∈Λm

max
l∈∆

(m)
k

∥∥∥ ∑
r(m)

k �t�l

Xt

∥∥∥.
Từ (3.3.7) và Bổ đề 3.1.10 ta nhận được( d∏

i=1

Φi(2
mi)
)−1∑

0�k�m

( d∏
i=1

Φi(2
ki+1)

)
γk→0 h.c.c. khi |m|→∞. (3.3.9)

Với mỗi n ∈ Nd, chọn m ∈ Nd
0 sao cho n ∈ ∆(m). Khi đó

0 6
( d∏
i=1

Φi(ni)
)−1(

ψ(n)
)(1−q)/q

∥∥∥ ∑
1�k�n

Xk

∥∥∥
6
( d∏
i=1

Φi(ni)
)−1(

ψ(n)
)(1−q)/q ∑

0�k�m

( d∏
i=1

Φi(2
ki+1)

)(
ψ(2k)

) q−1
q γk

6
( d∏
i=1

Φi(2
mi)
)−1 ∑

0�k�m

( d∏
i=1

Φi(2
ki+1)

)
γk. (3.3.10)
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Kết luận (3.3.8) được suy ra từ (3.3.9) và (3.3.10). �

Hệ quả sau đây là một trường hợp riêng của Định lý 3.3.6 khi ∆n

là “khối nhị thức” (∆n = {k : 2n−1 � k ≺ 2n}, n ∈ Nd) và điều kiện

(3.3.6) được thay thế bởi hai điều kiện yếu hơn. Hai điều kiện đó được

giới thiệu bởi F. Móricz, U. Stadtmüller và M. Thalmaier trong [38].

3.3.7 Hệ quả. Giả sử {Xn,n ∈ Nd} là một mảng các biến ngẫu nhiên

nhận giá trị trong một không gian Banach thực và khả ly, Φ1(.), Φ2(.),...,

Φd(.) là những hàm nhận giá trị dương, không giảm và không bị chặn

trên tập (0,∞) thỏa mãn

lim sup
j→∞

Φi(2
j+1)

Φi(2j)
<∞, 1 6 i 6 d, (3.3.11)

lim inf
j→∞

Φi(2
j+1)

Φi(2j)
> 1, 1 6 i 6 d. (3.3.12)

Khi đó điều kiện( d∏
i=1

Φi(2
mi+1)

)−1
max

2m�k≺2m+1

∥∥∥ ∑
2m�l�k

Xl

∥∥∥→0 h.c.c. khi |m|→∞ (3.3.13)

kéo theo luật mạnh số lớn( d∏
i=1

Φi(ni)
)−1 ∑

1�k�n

Xk → 0 h.c.c. khi |n| → ∞. (3.3.14)

Chứng minh. Dễ thấy rằng với việc chọn ω(n) = 2n−1 (n ∈ Nd) thì

((3.3.13)⇒ (3.3.14)) được suy ra từ ((3.3.7)⇒ (3.3.8)). Do đó, ta chỉ cần

chứng minh hai điều kiện (3.3.11) và (3.3.12) kéo theo điều kiện (3.3.6).

Thật vậy, giả sử (3.3.11) và (3.3.12) đúng. Trước hết ta sẽ chỉ ra rằng

với mọi số nguyên dương i (1 6 i 6 d), tồn tại một hằng số dương C

sao cho

Φi(2
j+1)− Φi(2

j) > C Φi(2
j+1), j > 0. (3.3.15)
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Điều này sẽ được chứng minh bằng phản chứng. Giả sử (3.3.15) không

đúng. Khi đó tồn tại một số nguyên dương i0 (1 6 i0 6 d) sao cho với

mọi t > 1, tồn tại một số tự nhiên jt sao cho

Φi0(2
jt+1)− Φi0(2

jt) <
1

t
Φi0(2

jt+1),

do đó

lim inf
t→∞

Φi0(2
jt+1)

Φi0(2
jt)
6 1 + lim inf

t→∞

(1

t

Φi0(2
jt+1)

Φi0(2
jt)

)
. (3.3.16)

Mặt khác, theo điều kiện (3.3.11) thì

lim inf
t→∞

(1

t

Φi0(2
jt+1)

Φi0(2
jt)

)
= 0. (3.3.17)

Kết hợp (3.3.16) và (3.3.17) ta nhận được

lim inf
t→∞

Φi0(2
jt+1)

Φi0(2
jt)
6 1.

Điều này mâu thuẫn với (3.3.12), hay (3.3.15) đúng. Khi đó, với mọi số

nguyên dương i (1 6 i 6 d) và với mọi ni > 0,

1

Φi(2ni)

ni∑
j=0

Φi(2
j+1) 6

1

C

Φi(2
ni+1)

Φ1(2ni)
,

điều này cùng với (3.3.11) đảm bảo rằng

sup
ni>0

( 1

Φi(2ni)

ni∑
j=0

Φi(2
j+1)

)
<∞.

Vì vậy, (3.3.6) đúng. �

Phần chứng minh trên đã khẳng định được (3.3.11) và (3.3.12) kéo

theo (3.3.6). Mối quan hệ này là cơ sở cho Nhận xét 3.3.15 trong phần tiếp

theo. Bây giờ ta sẽ chỉ ra (3.3.6) thực sự yếu hơn (3.3.11) và (3.3.12). Ví

dụ sau đây sẽ cho ta thấy rằng từ (3.3.6) không thể suy ra được (3.3.12).

3.3.8 Ví dụ. Với mỗi x > 0 và 1 6 i 6 d, đặt

Φi(x) =

{
2 nếu 0 < x < 1,

22x(0)+(−1)x
(0)

nếu x > 1,
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trong đó x(0) là một số tự nhiên thỏa mãn 2x
(0)

6 x < 2x
(0)+1. Khi đó,

với mỗi 1 6 i 6 d, Φi(.) là một hàm nhận giá trị dương, không giảm và

không bị chặn trên tập (0,∞) thỏa mãn

Φi(2
1) + Φi(2

2) + ...+ Φi(2
j+1)

Φi(2j)
=

1

22j+(−1)j

j∑
s=0

22(s+1)+(−1)s+1

6
16

4j

j∑
s=0

4s <∞ (j > 0),

do đó điều kiện (3.3.6) được thỏa mãn. Tuy nhiên, điều kiện (3.3.12)

không được thỏa mãn vì

Φi(2
j+1)

Φi(2j)
=

{
16 nếu j là một số lẻ,

1 nếu j là một số chẵn
(1 6 i 6 d).

3.3.9 Nhận xét. Nếu Φ1(.), Φ2(.),..., Φd(.) là những hàm nhận giá trị

dương trên tập (0,∞) thì hai điều kiện (3.3.11) và (3.3.12) được kéo theo

từ hai điều kiện sau đây:

sup
j>0

Φi(2
j+1)

Φi(2j)
<∞, inf

j>0

Φi(2
j+1)

Φi(2j)
> 1, 1 6 i 6 d.

Chú ý rằng, trong trường hợp d = 1, hai điều kiện trên đã được sử

dụng bởi A. Rosalsky và Lê Văn Thành trong [54].

Hệ quả tiếp theo được suy ra trực tiếp từ Hệ quả 3.3.7 khi Φi(x) = xαi

(x > 0, αi > 0, 1 6 i 6 d). Trường hợp {Xn,n ∈ Nd} là một mảng các

biến ngẫu nhiên nhận giá trị thực, hệ quả này đã được chứng minh bởi

Lê Văn Thành (xem [61, Định lý 2.1]).

3.3.10 Hệ quả. Giả sử α = (α1, α2, ..., αd) ∈ Rd
+, {Xn,n ∈ Nd} là một

mảng các biến ngẫu nhiên nhận giá trị trong một không gian Banach

thực và khả ly. Khi đó điều kiện

1∣∣2m(α)
∣∣ max

2m�k≺2m+1

∥∥∥ ∑
2m�l�k

Xl

∥∥∥→ 0 h.c.c. khi |m| → ∞

kéo theo luật mạnh số lớn (3.3.5).
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Hệ quả tiếp theo đưa ra điều kiện để một mảng hiệu martingale nhận

giá trị trong không gian Banach tuân theo luật mạnh số lớn.

3.3.11 Hệ quả. Giả sử q là một số thực (q > 1), {Xn,Fn,n ∈ Nd} là
một mảng hiệu martingale nhận giá trị trong một không gian Banach

thực và khả ly, Φ1(.), Φ2(.),..., Φd(.) là những hàm nhận giá trị dương,

không giảm và không bị chặn trên tập (0,∞) thỏa mãn hai điều kiện

(3.3.11) và (3.3.12). Khi đó điều kiện∑
m∈Nd0

(( d∏
i=1

Φi(2
mi+1)

)−q
E
∥∥∥ ∑

2m�l≺2m+1

Xl

∥∥∥q) <∞ (3.3.18)

kéo theo luật mạnh số lớn (3.3.14).

Chứng minh. Vì {Xn,Fn,n ∈ Nd} là một mảng hiệu martingale nên

theo Nhận xét 3.1.2(i) thì {Xn,Fn,n ∈ ∆(m)} cũng là một mảng hiệu

martingale với mọi m ∈ Nd
0. Khi đó, từ Nhận xét 3.1.2(iii), Hệ quả 1.3.2

và (3.3.18) ta có∑
m∈Nd0

E
(( d∏

i=1

Φi(2
mi+1)

)−1
max

2m�k≺2m+1

∥∥∥ ∑
2m�l�k

Xl

∥∥∥)q

6 C
∑

m∈Nd0

(( d∏
i=1

Φi(2
mi+1)

)−q
E
∥∥∥ ∑

2m�l≺2m+1

Xl

∥∥∥q) <∞.

Điều này cùng với bất đẳng thức Markov đảm bảo rằng điều kiện (3.3.13)

của Hệ quả 3.3.7 được thỏa mãn. Vì vậy, ta nhận được (3.3.14). �

Các kết quả tiếp theo là những trường hợp riêng của Định lý 3.3.6

khi ta bổ sung các giả thiết về cấu trúc của mảng các biến ngẫu nhiên

và tính chất hình học của không gian Banach.

Định lý sau đây mở rộng luật mạnh số lớn Brunk-Prokhorov cho mảng

hiệu martingale theo khối và nhận giá trị trong không gian Banach p-khả

trơn. Trong trường hợp p = q, kết quả này mở rộng luật mạnh số lớn

Kolmogorov cho mảng hiệu martingale theo khối.
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3.3.12 Định lý. Giả sử q là một số thực (q > 1), {Xn,Fn,n ∈ Nd} là
một mảng hiệu martingale theo khối đối với các khối

{
∆k,k ∈ Nd

}
và

nhận giá trị trong một không gian Banach p-khả trơn (1 6 p 6 2), Φ1(.),

Φ2(.),..., Φd(.) là những hàm nhận giá trị dương, không giảm và không

bị chặn trên tập (0,∞) thỏa mãn điều kiện (3.3.6).

(i) Nếu∑
n∈Nd

(( d∏
i=1

Φi(ni)
)−q
|n|max{q/p; 1}−1 E‖Xn‖q

)
<∞ (3.3.19)

thì (3.3.8) đúng.

(ii) Nếu∑
n∈Nd

(( d∏
i=1

Φi(ni)
)−q(

ϕ(n)
)q−1|n|max{q/p; 1}−1E‖Xn‖q

)
<∞ (3.3.20)

thì (3.3.14) đúng.

Chứng minh. (i) Với mỗi m ∈ Nd
0, đặt

γm =
( d∏
i=1

Φi(2
mi+1)

)−1(
ψ(2m)

)(1−q)/q ∑
k∈Λm

max
l∈∆

(m)
k

∥∥∥ ∑
r(m)

k �t�l

Xt

∥∥∥.
Khi đó theo bất đẳng thức Hölder, Nhận xét 3.1.2 và Định lý 1.3.4 thì

Eγqm =
( d∏
i=1

Φi(2
mi+1)

)−q(
ψ(2m)

)1−q E
( ∑

k∈Λm

max
l∈∆

(m)
k

∥∥∥ ∑
r(m)

k �t�l

Xt

∥∥∥)q

6
( d∏
i=1

Φi(2
mi+1)

)−q (card(Λm)
)q−1(

ψ(2m)
)q−1

∑
k∈Λm

E
(

max
l∈∆

(m)
k

∥∥∥ ∑
r(m)

k �t�l

Xt

∥∥∥)q

6 C
( d∏
i=1

Φi(2
mi+1)

)−q
|2m|max{q/p; 1}−1

∑
k∈Λm

∑
l∈∆

(m)
k

E‖Xl‖q

6 C
∑

2m�k≺2m+1

(( d∏
i=1

Φi(ki)
)−q
|k|max{q/p; 1}−1 E‖Xk‖q

)
.
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Điều này kết hợp với (3.3.19) đảm bảo rằng
∑

m∈Nd0 Eγ
q
m < ∞. Vì vậy

(3.3.7) đúng, do đó từ Định lý 3.3.6 ta nhận được (3.3.8).

(ii) Với m ∈ Nd
0, đặt

γm =
( d∏
i=1

Φi(2
mi+1)

)−1 ∑
k∈Λm

max
l∈∆

(m)
k

∥∥∥ ∑
r(m)

k �t�l

Xt

∥∥∥.
Khi đó

Eγqm =
( d∏
i=1

Φi(2
mi+1)

)−q
E
( ∑

k∈Λm

max
l∈∆

(m)
k

∥∥∥ ∑
r(m)

k �t�l

Xt

∥∥∥)q

6
( d∏
i=1

Φi(2
mi+1)

)−q(
card(Λm)

)q−1
∑

k∈Λm

E
(

max
l∈∆

(m)
k

∥∥∥ ∑
r(m)

k �t�l

Xt

∥∥∥)q

6 C
∑

2m�k≺2m+1

(( d∏
i=1

Φi(ki)
)−q(

ϕ(k)
)q−1|k|max{q/p; 1}−1E‖Xk‖q

)
.

Từ (3.3.20) ta có
∑

m∈Nd0 Eγ
q
m <∞, do đó γm → 0 h.c.c. khi |m| → ∞.

Kết luận (3.3.14) được suy ra từ Định lý 3.3.6. �

Hệ quả sau đây được suy ra trực tiếp từ Định lý 3.3.12 và là dạng

nhiều chiều của Định lý 3.1(a) trong [66]. Trong trường hợp d = 1 và

{Xn, n > 1} là một dãy các biến ngẫu nhiên độc lập, nhận giá trị thực

và có kỳ vọng bằng 0, hệ quả này kéo theo luật mạnh số lớn Brunk-

Prokhorov (xem H. D. Brunk [2] và Y. V. Prokhorov [41]).

3.3.13 Hệ quả. Giả sử {Xn,Fn,n ∈ Nd} là một mảng hiệu martingale

nhận giá trị trong một không gian Banach p-khả trơn (1 6 p 6 2), q là

một số thực (q > p). Khi đó điều kiện∑
n∈Nd

E‖Xn‖q

|n|q+1−q/p <∞
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kéo theo luật mạnh số lớn

1

|n|
∑

1�k�n

Xk → 0 h.c.c. khi |n| → ∞.

Hệ quả sau đây được suy ra từ Định lý 3.3.12 trong trường hợp E = R,

q = 2 và Φi(x) = xαi (x > 0, αi > 0, 1 6 i 6 d). Hệ quả này kéo theo

Định lý 3.1 trong [49] khi d = 2, α = 1, {Xn,n ∈ N2} là một mảng các

biến ngẫu nhiên độc lập theo khối và có kỳ vọng bằng 0. Ngoài ra, phát

biểu (i) của hệ quả còn tổng quát Định lý 3.1 trong [50].

3.3.14 Hệ quả. Giả sử α = (α1, α2, ..., αd) ∈ Rd
+, {Xn,Fn,n ∈ Nd} là

một mảng hiệu martingale theo khối đối với các khối
{

∆k,k ∈ Nd
}
và

nhận giá trị thực.

(i) Nếu ∑
n∈Nd

E|Xn|2

|n(α)|2
<∞

thì

1

|n(α)|
(
ψ(n)

)1/2

∑
1�k�n

Xk → 0 h.c.c. khi |n| → ∞.

(ii) Nếu ∑
n∈Nd

ϕ(n) E|Xn|2

|n(α)|2
<∞

thì

1

|n(α)|
∑

1�k�n

Xk → 0 h.c.c. khi |n| → ∞.

3.3.15 Nhận xét. F. Móricz, U. Stadtmüller và M. Thalmaier trong

[38] đã thiết lập một bất đẳng thức cực đại đối với mảng các biến ngẫu

nhiên M-phụ thuộc (xem [38, Bổ đề 3]) và thu được điều kiện để một
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mảng các biến ngẫu nhiênM-phụ thuộc theo khối đối với các “khối nhị

thức” (∆n = {k : 2n−1 � k ≺ 2n}, n ∈ Nd) tuân theo luật mạnh số lớn( d∏
i=1

Φi(ni)
)−1 ∑

1�k�n

Xk → 0 h.c.c. khi n→∞,

trong đó Φ1(.), Φ2(.),..., Φd(.) là những hàm nhận giá trị dương, tăng

ngặt và không bị chặn trên tập (0,∞) thỏa mãn hai điều kiện (3.3.11)

và (3.3.12) (xem [38, Định lý 1]). Mặt khác, trong phần chứng minh của

Hệ quả 3.3.7 và Ví dụ 3.3.8, ta đã chỉ ra điều kiện (3.3.6) thực sự yếu

hơn hai điều kiện (3.3.11) và (3.3.12). Hơn nữa, theo Nhận xét 1.1.4, nếu

mảng {xn,n ∈ Nd} ⊂ R hội tụ tới x khi |n| → ∞ thì nó cũng hội tụ

tới x khi n→∞ và supn∈Nd |xn| <∞. Từ những lập luận này cùng với

phương pháp chứng minh tương tự như đối với Định lý 3.3.12, trong đó

thay thế việc sử dụng Định lý 1.3.4 bởi Bổ đề 3 trong [38], ta có thể mở

rộng Định lý 1 trong [38] cho trường hợp mảngM-phụ thuộc theo khối

đối với các khối tổng quát và theo giới hạn |n| → ∞.

Định lý tiếp theo mở rộng luật mạnh số lớn Brunk-Prokhorov cho

mảng các biến ngẫu nhiên độc lập theo khối và nhận giá trị trong không

gian Banach Rademacher loại p. Phương pháp chứng minh kết quả này

là hoàn toàn tương tự như đối với Định lý 3.3.12, trong đó thay thế

việc sử dụng Định lý 1.3.4 bởi Định lý 1.3.6. Kết quả này mở rộng

Định lý 3.1 trong [54] và Định lý 3.1(a) trong [65].

3.3.16 Định lý. Giả sử q là một số thực (q > 1), {Xn,n ∈ Nd} là một

mảng các biến ngẫu nhiên có kỳ vọng bằng 0, độc lập theo khối đối với

các khối
{

∆k,k ∈ Nd
}

và nhận giá trị trong một không gian Banach

Rademacher loại p (1 6 p 6 2), Φ1(.), Φ2(.),..., Φd(.) là những hàm

nhận giá trị dương, không giảm và không bị chặn trên tập (0,∞) thỏa

mãn điều kiện (3.3.6). Khi đó hai phát biểu (i) và (ii) trong

Định lý 3.3.12 đúng.
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Vì đường thẳng thực R là một không gian Rademacher loại p với

1 6 p 6 2 nên Định lý 3.3.16 kéo theo hệ quả sau đây:

3.3.17 Hệ quả. Giả sử α = (α1, α2, ..., αd) ∈ Rd
+, p là một số thực

(1 6 p 6 2), {Xn,n ∈ Nd} là một mảng các biến ngẫu nhiên nhận

giá trị thực, có kỳ vọng bằng 0 và độc lập theo khối đối với các khối{
∆k,k ∈ Nd

}
. Khi đó điều kiện

∑
n∈Nd

(
ϕ(n)

)p−1 E|Xn|p

|n(α)|p
<∞

kéo theo luật mạnh số lớn

1

|n(α)|
∑

1�k�n

Xk → 0 h.c.c. khi |n| → ∞.

Luật số lớn dạng luật số lớn Rademacher-Menshov đối với mảng các

biến ngẫu nhiên tựa trực giao đã được thiết lập bởi F. Móricz trong

[37]. Sau đó, dạng luật số lớn này đã được tiếp tục nghiên cứu bởi

F. Móricz, K. L. Su và R. L. Taylor trong [39], A. Rosalsky và Lê Văn

Thành trong [53] cho mảng các biến ngẫu nhiên p-trực giao nhận giá

trị trong không gian Rademacher loại p, và bởi A. Rosalsky và Lê Văn

Thành trong [54] cho dãy các biến ngẫu nhiên p-trực giao theo khối.

Định lý sau đây thiết lập luật số lớn dạng luật số lớn Rademacher-

Menshov đối với mảng các biến ngẫu nhiên p-trực giao theo khối và

nhận giá trị trong không gian Banach Rademacher loại p. Kết quả này

mở rộng Định lý 3.1 trong [39] và Định lý 3.3 trong [54].

3.3.18 Định lý. Giả sử {Xn,n ∈ Nd} là một mảng các biến ngẫu nhiên

p-trực giao theo khối đối với các khối
{

∆k,k ∈ Nd
}
và nhận giá trị trong

một không gian Banach Rademacher loại p (1 6 p 6 2), Φ1(.), Φ2(.),...,

Φd(.) là những hàm nhận giá trị dương, không giảm và không bị chặn trên

tập (0,∞) thỏa mãn điều kiện (3.3.6).
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(i) Nếu∑
n∈Nd

(( d∏
i=1

Φi(ni)
)−p d∏

i=1

(log2 ni)
p E‖Xn‖p

)
<∞ (3.3.21)

thì( d∏
i=1

Φi(ni)
)−1(

ψ(n)
)(1−p)/p∑

1�k�n

Xk → 0 h.c.c. khi |n| → ∞. (3.3.22)

(ii) Nếu∑
n∈Nd

(( d∏
i=1

Φi(ni)
)−p(

ϕ(n)
)p−1

d∏
i=1

(log2 ni)
p E‖Xn‖p

)
<∞

thì (3.3.14) đúng.

Chứng minh. Vì phương pháp chứng minh (i) và (ii) là giống nhau nên

ta chỉ chứng minh (i).

Với mỗi m ∈ Nd
0, đặt

γm =
( d∏
i=1

Φi(2
mi+1)

)−1(
ψ(2m)

)(1−p)/p ∑
k∈Λm

max
l∈∆

(m)
k

∥∥∥ ∑
r(m)

k �t�l

Xt

∥∥∥.
Theo bất đẳng thức Hölder, Nhận xét 3.1.7 và Bổ đề 3.1.9 thì

Eγpm 6
( d∏
i=1

Φi(2
mi+1)

)−p (card(Λm)
)p−1(

ψ(2m)
)p−1

∑
k∈Λm

E
(

max
l∈∆

(m)
k

∥∥∥ ∑
r(m)

k �t�l

Xt

∥∥∥)p

6 C
( d∏
i=1

Φi(2
mi+1)

)−p ∑
k∈Λm

( d∏
i=1

(log2 2mi)p
∑

l∈∆
(m)
k

E‖Xl‖p
)

6 C
∑

2m�k≺2m+1

(( d∏
i=1

Φi(ki)
)−p d∏

i=1

(log2 ki)
p E‖Xk‖p

)
.

Từ (3.3.21) ta có
∑

m∈Nd0 Eγ
p
m < ∞, do đó γm → 0 h.c.c. khi m → ∞.

Kết luận (3.3.22) được suy ra từ Định lý 3.3.6. �
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3.4. Kết luận của Chương 3

Trong chương này, luận án đã giải quyết được những vấn đề sau:

- Đưa ra hai điều kiện để một mảng các biến ngẫu nhiên bất kỳ, nhận

giá trị trong một không gian Banach tùy ý tuân theo luật mạnh số lớn

cho hai trường hợp n→∞ và |n| → ∞;

- Đưa ra một số đặc trưng của không gian Banach p-khả trơn và

không gian Banach Rademacher loại p dưới dạng luật mạnh số lớn đối

với mảng các biến ngẫu nhiên;

- Thiết lập một số luật mạnh số lớn đối với mảng các biến ngẫu nhiên

có cấu trúc ràng buộc theo khối.
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KẾT LUẬN CHUNG VÀ KIẾN NGHỊ

1. Kết luận chung

Luận án đã thu được các kết quả chính sau đây:

- Thiết lập bất đẳng thức cực đại dạng bất đẳng thức Doob đối

với mảng hiệu martingale và bất đẳng thức cực đại dạng bất đẳng thức

Hájek-Rényi đối với mảng các biến ngẫu nhiên bất kỳ, nhận giá trị trong

không gian Banach;

- Thiết lập tiêu chuẩn hội tụ suy biến và luật yếu số lớn Kolmogorov-

Feller đối với mảng phù hợp và mảng phù hợp theo hàng, nhận giá trị

trong không gian Banach p-khả trơn;

- Đưa ra các đặc trưng của không gian Banach p-khả trơn và không

gian Banach Rademacher loại p dưới dạng bất đẳng thức moment và

luật mạnh số lớn đối với mảng các biến ngẫu nhiên;

- Đưa ra các điều kiện để một mảng các biến ngẫu nhiên bất kỳ, nhận

giá trị trong một không gian Banach tùy ý tuân theo luật mạnh số lớn

cho hai trường hợp n→∞ và |n| → ∞;

- Thiết lập luật mạnh số lớn đối với mảng các biến ngẫu nhiên có cấu

trúc ràng buộc theo khối.

2. Kiến nghị về những hướng nghiên cứu tiếp theo

Trong thời gian tới, chúng tôi dự định nghiên cứu các vấn đề sau đây:

- Luật số lớn đối với mảng các biến ngẫu nhiên nhận giá trị tập hoặc

mảng các biến ngẫu nhiên nhận giá trị mờ;

- Định lý giới hạn trung tâm đối với dãy và mảng các biến ngẫu nhiên.
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Statistics, 72-A(2), 344-358.

4. Huan N. V., Quang N. V. and Volodin A. (2010), “Strong laws for
blockwise martingale difference arrays in Banach spaces”, Lobachevskii
Journal of Mathematics, 31(4), 326-335.

5. Quang N. V. and Huan N. V. (2010), “A Hájek-Rényi-type maximal
inequality and strong laws of large numbers for multidimensional
arrays”, Journal of Inequalities and Applications, Art. ID 569759,
14 pp.

6. Huan N. V. and Quang N. V., “The Doob inequality and strong
law of large numbers for multidimensional arrays in general Banach
spaces”, Kybernetika (accepted).



80

TÀI LIỆU THAM KHẢO

Tiếng Việt

[1] Nguyễn Duy Tiến và Vũ Viết Yên (2003), Lý thuyết xác suất, Nhà
xuất bản Giáo dục.

Tiếng nước ngoài

[2] Brunk H. D. (1948), “The strong law of large numbers”, Duke Math.
J., 15, 181-195.

[3] Castaing C., Quang N. V. and Thuan N. T. (2012), “A new family
of compact convex valued random variables in Banach space and
applications to laws of large numbers”, Statist. Probab. Lett., 82(1),
84-95.

[4] Chandra T. K. and Ghosal S. (1998), “Some elementary strong laws
of large numbers: a review”, Frontiers in probability and statistics,
61-81.

[5] Chow Y. S. and Teicher H. (1997), Probability Theory: Independence,
Interchangeability, Martingales, third edition. Springer-Verlag, New
York.

[6] Christofides T. C. and Serfling R. J. (1990), “Maximal inequalities for
multidimensionally indexed submartingale arrays”, Ann. Probability,
18(2), 630-641.

[7] Czerebak-Mrozowicz E. B., Klesov O. I. and Rychlik Z. (2002),
“Marcinkiewicz-type strong law of large numbers for pairwise
independent random fields”, Probab. Math. Statist., 22(1), 127-139.

[8] Davis W. J. and Lindenstrauss J. (1976), “The ln1 problem and degrees
of non-reflexivity II”, Studia Math., 58(2), 179-196.



81

[9] Donahue M. J., Gurvits L., Darken C. and Sontag E. (1997), “Rates of
convex approximation in non-Hilbert spaces”, Constr. Approx., 13(2),
187-220.

[10] Edgar G. A. and Sucheston L. (1992), Stopping times and directed
processes. Encyclopedia of Mathematics and its Applications, 47,
Cambridge University Press, Cambridge.

[11] Fazekas I. and Klesov O. (2002), “A general approach to the strong
laws of large numbers”, Theory Probab. Appl., 45(3), 436-449.

[12] Fazekas I. and Tómács T. (1998), “Strong laws of large numbers
for pairwise independent random variables with multidimensional
indices”, Publ. Math. Debrecen, 53(1-2), 149-161.

[13] Gan S. (1997), “The Hájek-Rényi inequality for Banach space valued
martingales and the p smoothness of Banach spaces”, Statist. Probab.
Lett., 32(3), 245-248.

[14] Gan S. and Qiu D. (2007), “On the Hájek-Rényi inequality”, Wuhan
Univ. J. Nat. Sci., 12(6), 971-974.

[15] Gut A. (1978), “Marcinkiewicz laws and convergence rates in the law
of large numbers for random variables with multidimensional indices”,
Ann. Probability, 6(3), 469-482.

[16] Gut A. (2004), “An extension of the Kolmogorov-Feller weak law
of large numbers with an application to the St. Petersburg game”,
J. Theoret. Probab., 17(3), 769-779.

[17] Gut A. (2005), Probability: a graduate course, Springer, New York.

[18] Gut A. and Stadtmüller U. (2009), “An asymmetric Marcinkiewicz-
Zygmund LLN for random fields”, Statist. Probab. Lett., 79(8), 1016-
1020.

[19] Hald A. (2007), A history of parametric statistical inference from
Bernoulli to Fisher, Springer, New York.

[20] Hall P. and Heyde C. C. (1980), Martingale limit theory and its
application, Probability and Mathematical Statistics, Academic
Press, Inc. [Harcourt Brace Jovanovich, Publishers], New York-
London.



82

[21] Hájek J. and Rényi A. (1955), “Generalization of an inequality of
Kolmogorov”, Acta Math. Acad. Sci. Hungar., 6, 281-283.

[22] Hoffmann-Jørgensen J. and Pisier G. (1976), “The law of large
numbers and the central limit theorem in Banach spaces”, Ann.
Probability, 4(4), 587-599.

[23] Hoffmann-Jørgensen J., Su K. L. and Taylor R. L. (1997), “The law
of large numbers and the Ito-Nisio theorem for vector valued random
fields”, J. Theoret. Probab., 10(1), 145-183.

[24] Hong D. H. and Hwang S. Y. (1999), “Marcinkiewicz-type strong law
of large numbers for double arrays of pairwise independent random
variables”, Int. J. Math. Math. Sci., 22(1), 171-177.
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[63] Woyczyński W. A. (1975), “Geometry and martingales in Banach
spaces”, Probability-Winter School, Lecture Notes in Math., Vol. 472,
Springer, Berlin, pp. 229–275.
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[65] Woyczyński W. A. (1980), “On Marcinkiewicz-Zygmund laws of
large numbers in Banach spaces and related rates of convergence”,
Probab. Math. Statist., 1(2), 117-131.
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