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huéng dan ciia PGS. TS. Nguyén Van Quang. Toi xin cam doan day la
cong trinh nghién citu ctia toi. Cac két qua trong luan an 1a trung thuec,
ducc cac dong tac giad cho phép st dung va chua ting dude ai cong bd
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L.OI CAM ON

Luan an nay dugc hoan thanh dudi sy huéng dan day trach nhiem
ctia PGS. TS. Nguyén Van Quang. Tac gid xin dugce bay toé long biét on
sau sac t6i Thay, nguoi da dit bai toan, huéng dan, giap do tan tinh,
chu dao trong sudt qua trinh tac gia hoc tap va thuyc hién luan an.

Trong qua trinh hoan thanh luan an, tac gia da nhan duge su quan
tam va gép v ciia PGS. TS. Tran Xuan Sinh, TS. Nguyén Trung Hoa,
PGS. TS. Dinh Huy Hoang, PGS. TS. Nguyén Thanh Quang, TS. Lé
Hong Son, TS. Vit Thi Hong Thanh, TS. Thai Doan Chuong, TS. Nguyén
Van Diing, TS. Tran Giang Nam, HVCH Nguyén Tran Thuan,... cing
cac nha khoa hoc v ban be dong nghiép. Tac gid xin chan thanh cam
on vé nhitng sy giap do quy bao do.

Téc gia xin gii 161 cdm on t6i PGS. TS. Andrei Volodin (Dai hoc
Regina, Canada) vi sy cOng tac viét bai bdo, sy gitp dé vé tai lieu
nghién cttu va thao luan nhing bai toan cé lién quan.

Tac gia xin duge gui 16i cam on téi:

- Khoa Toan hoc, Khoa Sau dai hoc, Truong Dai hoc Vinh

- Khoa Toan hoc, Truong Dai hoc Dong Thap

- Khoa Toan - Ung dung, Trudng Dai hoc Sai Gon
ve su hd trg va tao moi dieu kien thuan lgi dé tac gia hoan thanh nhiem
vu cia mot nghién citu sinh.

Cudi cuing, tac gia xin bay t6 long biét on td6i gia dinh v nhitng nguoi
ban than thiét da luon gitp do va dong vién tac gid trong sudt qué trinh

hoc tap.

Nguyén Van Huan
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MOT SO KY HIEU

THUONG DUNG TRONG LUAN AN
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MG DAU

1. Ly do chon dé tai

1.1. Luat sb 16n noéi rieng, cac dinh 1y gidi han trong 1y thuyét xac suat
n6i chung da dugc nhiéu nha toan hoc quan tam nghién ctu. Luat s6
16n c6 nhieu tng dung trong thong ke, kinh té, y hoc va mot s6 nganh
khoa hoc thuyc nghiém khac. Chinh vi vay, viéc nghién ctiu luat sé 16n

khong chi c6 ¥ nghia 1y thuyét ma con c¢é ¥ nghia thuec tién to 16n.

1.2. A. N. Kolmogorov 1a nguoi xay dung 1y thuyét xac suat bang phuong
phap tien dé va da thiét lap luat s6 16n ndi tiéng mang tén éng. Luat
sO 16n doi v6i diy cac bién ngau nhién tiép tuc duge nhiéu nha toin
hoc nhu J. Marcinkiewicz, A. Zygmund, H. D. Brunk, Y. V. Prokhorov,
K. L. Chung, W. Feller,... quan tam nghién cttu. Cho dén nay, nghién

cttu luat s6 16n van 14 mot van dé c6 tinh thoi sy ciia Iy thuyét xac suat.

1.3. D61 véi méng cac bién ngau nhién, cau tric nhiéu chiéu cua tap
cac chi s6 lam ndy sinh nhiéu van de. Trén tap cac chi s6, quan hé thi
tu thong thusng khong cé tinh chat tuyén tinh; ta c6 thé xay dung cac
quan hé thit tu khac nhau; cac dang hdi tu c6 thé duge xét khi max hoic
min clia cac toa do tién t6i vo cling... Cac dac diem dé gép phan tao nén
tinh da dang ctia céc két qua nghién citu vé luat s6 16n doéi véi mang cac

bién ngau nhién.

1.4. Céc luat s6 16n ¢6 dién cht yéu tap trung nghién ctu cho day mot
chi s6 cac bién ngau nhién doc lap va nhan gia tri thuc. Mot huéng phat
trién cac luat s6 16n co dién la nghién ciu vé luat s6 16n déi véi day
va mang cac bién ngau nhién nhan gia tri trong khong gian Banach.

Cac két qua theo huéng nghién citu nay thuong c6 moéi lien hé chit ché



v6i 1y thuyét hinh hoc Banach va tao ra sy giao thoa gitta 1y thuyét xac
suat va giai tich ham.

Véi cac 1y do néu trén, ching toi chon dé tai nghién cttu cho luan an
ctia minh la: “Cac dinh ly giéi han dang luat s6 16n déi véi mang

cac bién ngau nhién”.

2. Muc dich nghién citu

Muc dich ctia luan an 1a thiét 1ap cac dinh 1y gi6i han dang luat s6 16n
do6i v6i mang cac bién ngau nhién nhan gii tri trong khong gian Banach
cho cac truong hop: c¢6 ho#c khong cé diéu kién vé cau tric clia mang
cac bién ngau nhién va c¢6 hoac khong c6 diéu kién hinh hoc ciia khong

gian Banach.

3. D6i tugng nghién ciu

Luat s6 16n doi v6i mang cac bién ngau nhieén.

4. Pham vi nghién ctu

Luan an tap trung nghién ctu cac dinh 1y gidi han dang luat s6 16n
cho mang cac bién ngau nhién bat ky nhan gia tri trong khong gian
Banach thuc va kha ly, mang phu hgp, mang hiéu martingale va mang
hiéu martingale theo kh6i nhan gia tri trong khong gian Banach p-kha
tron, mang cac bién ngiu nhién doc lap, doc lap theo khéi vA mang
cac bién ngau nhién p-tryc giao theo khdi nhan gia tri trong khong gian

Banach Rademacher loai p.

5. Phuong phap nghién ctiu

Ching t6i st dung phuong phap nghién ctu Iy thuyét trong khi thuec
hién dé tai. Vé mat k¥ thuat, ching toi st dung ba phuong phap co
ban trong ching minh luat s6 16n. D6 1a phuong phap chat cut, phuong
phap st dung bat ding thic cuc dai dang bat ding thic Hajek-Rényi
va phuong phap day con.



6. Y nghia khoa hoc va thuc tién

Cac két qua cta luan an gép phan lam phong phit thém cho huéng
nghién ctiu vé cac dinh Iy gidi han trong 1y thuyét xac suat.

Luan an la tai lieu tham khao cho sinh vién, hoc vién cao hoc va

nghién citu sinh chuyén nganh Ly thuyét xac suat va Thong ké toan hoc.

7. Tong quan va cau tric luan an

7.1. Tong quan vé luan an

Luat yéu s6 16én dau tien dudc chiing minh bdi mot nha toin hoc
nguoi Thuy Sy 1a J. Bernoulli, két qua nay dugc cong bd vao nam 1713
khi ong da qua doi. Ve sau, luat yéu s6 16n ctia J. Bernoulli duge md
rong bdi S. D. Poisson, J. Bienaymé, P. L. Chebyshev, A. A. Markov va
A. Y. Khinchin. Tuy nhién, phai dén nam 1909 thi luat manh s6 16n méi
dugc mot nha toan hoc ngusi Phap 1a E. Borel phat hién va két qua
nay da duge A. N. Kolmogorov hoan thién (xem [1], [19]). Mot trong
nhitng két qua kha sém vé luat manh s6 16n 1a dinh 1y ctia F. P. Cantelli
(xem [42]). Dinh ly nay phat biéu rang: Néu day cac bién ngau nhién

{X,,n > 1} doc lap va théa man diéu kien

inz(ZEx EX,)’ EEX EX;)?)?) < o0

=1

thi xdy ra luat manh s6 16n

n
lZ:(XZ —EX;) —» 0 h.c.c. khi n— oc.
i=1
A. N. Kolmogorov da thay thé diéu kién du?(jc dé cap trong dinh 1y clia
F. P. Cantelli béi didu kien > >0 | E(X,, — EX,,)?/n? < co. Dong thdi,
A. N. Kolmogorov chi ra rang néu {X,,,n > 1} 13 mot day cac bién ngau
nhién doc lap, cing phan phdi thi dieu kién can va du dé c6 luat manh
s6 16n 1 cac bién ngau nhién dé c6 moment tuyet doi bac mot hitu han.

Sau do6, két qua nay da dugce J. Marcinkiewicz va A. Zygmund md rong.



Mot huéng phat trien cac luat sé 16n co dién 1a nghién ctiu vé luat sb
16n déi v6i mang cac bién ngau nhién. D6i véi mang cac bién ngau nhien
nhan gia tri thye, R. T. Smythe [59] da ching minh luat manh s6 16n
Kolmogorov; luat s6 16n Marcinkiewicz-Zygmund ciing da duge nghién
ciu béi A. Gut [15], A. Gut va U. Stadtmiiller [18], D. H. Hong va
S. Y. Hwang [24], D. H. Hong va A. Volodin [26], E. B. Czerebak-
Mrozowicz, O. I. Klesov va Z. Rychlik [7]. Luat yéu s6 16n ddi v6i méang
cac bién ngau nhién nhan gia tri trong khong gian Banach da dugc nhiéu
tac gid quan tam. Mot s6 két qud theo huéng nghién cttu nay thuoc ve
L. Zhang [67], D. H. Hong, M. Ordo6fiez Cabrera, S. H. Sung va A. Volodin
[25], A. Rosalsky va M. Sreehari [51], A. Rosalsky va A. Volodin [55].
Gan day, luat manh s6 16n do6i v6i mang cac bién ngau nhién nhan gia tri
trong khong gian Banach da dugc nghién citu béi J. Hoffmann-Jgrgensen,
K. L. Su va R. L. Taylor [23], A. Kuczmaszewska [32], T. Tomacs [62],
K. L. Su [60], Z. A. Lagodowski [33].

Trong nudc, luat so6 16n déi véi mang cidc bién ngau nhién cing da
ducc mot s6 tac gia nhu Nguyén Duy Tién, Nguyén Van Giang, Nguyén
Vian Hung, Nguyén Van Quéng, Lé Van Thanh, Lé Van Ding,... nghién
citu. Mot sé két qua lien quan truc tiép dén luan an c6 thé tim thay
trong cac bai bao [47], [49], [52], [53], [61].

Trong luan an nay, ching t6i nghién cttu cac dinh 1y giéi han dang
luat s6 16n ddi v6i mang cac bién ngiu nhién nhan gia tri trong khong
gian Banach cho cac truong hop: ¢6 ho#c khong c6 dieu kién vé cau tric
clia mang cac bién ngau nhién va c¢6 hodc khong cé diéu kién hinh hoc
cua khong gian Banach.

Trude hét chung toi gidi thiéu khai niém mang hiéu martingale va
ching minh mot bat ding thic cuc dai dang bat déng thitc Doob déi véi
mang hi¢u martingale. Ching toi cling chiing minh mot bat dang thiic

cuc dai dang bat dang thiic Hajek-Rényi dbi v6i mang cac bién ngau



nhién. St dung nhitng két qua nay cling véi viec bo sung cac tinh chat
hinh hoc ctia khong gian Banach, ching téi nhan duge cac dac trung cua
khong gian Banach p-kha tron va khong gian Banach Rademacher loai p
dudi dang bat dang thitc moment déi véi mang cac bién ngiu nhién.

D6i véi luat yéu sb6 16n, dua vao cac bat dang thitc moment déi véi
mang hiéu martingale, mang hiéu martingale theo hang va phuong phap
chat cut, ching t6i mé rong tieu chuan hoi tu suy bién cho trudng hop
In| — oo ddi v6i mang phit hgp v mang phit hop theo hang, nhan gia tri
trong khong gian Banach p-kha tron. Diém luu ¥ trong phan ching minh
la cach xay dung mang hiéu martingale va mang hiéu martingale theo
hang tuong tng tit mang pht hop va mang phu hop theo hang. Sit dung
nhitng két qua nay, ching toi thu duge luat yéu sé 16n Kolmogorov-Feller
déi v6i mang phit hgp va mang phit hgp theo hang, nhan gia tri trong
khong gian Banach p-kha tron véi gid thiét cac bién ngadu nhién dé bi
troi ngau nhién.

D6i v6i luat manh s6 16n, ching toi tién hanh nghién citu cho ca hai
truong hgp n — oo va [n| — oo. Ve luat manh s6 16n cho truong hop
n — oo, chiing toi dua ra diéu kién dé mot mang cac bién ngau nhién bat
ky, nhan gia tri trong mot khong gian Banach tuy ¥ tuan theo luat manh
s6 16n tong quat. St dung két qua nay, ching t6i nhan duge cac dac trung
cua khong gian Banach p-kha tron va khong gian Banach Rademacher
loai p duéi dang luat manh s6 16n tong quat. Déi véi luat manh sé 16n
cho trudng hgp |n| — oo, sit dung phuong phap day con, ching toi
thiét lap luat manh s6 16n Kolmogorov dbéi v6i mang hiéu martingale
nhan gia tri trong khong gian Banach p-kha tron. Ching t6i cing dua
ra dicu kien dé mot mang cac bién ngdu nhién bat ky tuan theo luat
manh s6 16n. St dung két qua nay cting véi viec bd sung cac gid thiét
rang buoc doi véi mang cac bién ngiu nhién va tinh chat hinh hoc cua

khong gian Banach, ching t6i mé rong mot s6 luat manh s6 16n doi véi



mang c6 cau tric rang buoc theo khéi. D6 1& luat manh s6 16n Brunk-
Prokhorov déi v6i mang hiéu martingale theo khéi nhan gia tri trong
khong gian Banach p-kha tron vd mang cac bién ngau nhién doc lap theo
khoi nhan gia tri trong khong gian Banach Rademacher loai p, luat s6 16n
dang luat s6 16n Rademacher-Menshov déi véi mang cic bién ngau nhién
p-triyc giao theo khoi nhan gia tri trong khong gian Banach Rademacher
loai p.

Céac két qua chinh ciia luan an da dudc trinh bay tai Dai hoi Toan
hoc Viét Nam lan tht 7 (Dai hoc Quy Nhon, 8/2008), Hoi nghi khoa hoc
ky niem “Nita thé ky Truong Dai hoc Vinh anh hiing” (Dai hoc Vinh,
10/2009), Hoi nghi toan quoc lan thit 4 vé xac suat va thong ké (Dai hoc
Vinh, 5/2010), Hoi théo khoa hoc nghién cttu sinh cia Truong Dai hoc
Vinh (Dai hoc Vinh, 12/2010), Seminar ctia Bo mon Xéac suat thong ke
va Toan tng dung thuéc Khoa Toan hoc, Trudng Dai hoc Vinh (Dai hoc
Vinh, 6/2011). Phan 16n cac két qua nay da duge cong bd trén cac tap chi
Journal of Probability and Statistical Science, Statistics and Probability
Letters, Sankhya: The Indian Journal of Statistics, Lobachevskii Journal

of Mathematics va Journal of Inequalities and Applications.

7.2. CAu tric cta luan an

Ngoai cac phan Mot s6 ky hiéu thuong ding trong luan an, Mé dau,
Két luan chung va kién nghi, Danh muc cong trinh lién quan triyc tiép
dén luan an va Tai lieu tham khdo, phan noi dung chinh ciia luan an
dugce trinh bay trong ba chuong.

Chuong 1 dugce danh dé gidi thieu khai niem mang hiéu martingale va
chiing minh mot s6 bat ding thiic moment déi v6i mang cac bién ngau
nhién. Muc 1.1 trinh bay phan kién thiic chuan bi bao gom cac ky hiéu va
khéi niém co ban ciing véi bon bo deé lien quan dén ndi dung ctia ca luan
an. Muc 1.2 trinh bay khai niém mang hiéu martingale. Muc 1.3 dugc

danh dé ching minh mot sé bat déang thic moment déi véi mang cac bién



ngau nhién cho ca hai truong hop: c6 va khong c6 diéu kién hinh hoc cua
khong gian Banach. Cac két qua chinh ctia Chuong 1 14 Dinh nghia 1.2.3,
Pinh 1§ 1.3.1, Dinh Iy 1.3.3, Dinh 1y 1.3.4 va Dinh Iy 1.3.6.

Chuong 2 trinh bay ve luat yéu s6 16n déi véi mang phit hop va méang
phit hgp theo hang cho trudng hop |n| — co. Muc 2.1 duge danh dé
thiét lap tieu chuan hoi tu suy bién va luat yéu sb6 lén Kolmogorov-
Feller d6i v6i mang phtt hop nhan gia tri trong khong gian Banach
p-kha tron. Muc 2.2 tiép tuc nghién cttu nhitng van dé tuong tuy nhu
trong Muc 2.1 déi véi mang phtt hgp theo hang. Cac két qua chinh ctia
Chuong 2 1a Dinh 1 2.1.1, Dinh 1y 2.1.9, Dinh 1§ 2.2.5 va Dinh 1y 2.2.7.

Chuong 3 trinh bay vé luat manh s6 16n déi véi mang cac bién ngau
nhién cho hai truong hgp n — oo v |n| — oo. Muc 3.1 trinh bay phan
kién thitc chuan bi bao gom cac ky hiéu va khai niém cting véi bén bo
dé bo tro lien quan dén ndi dung clia hai muc tiép theo. Muc 3.2 duge
danh dé nghién citu luat manh s6 16n tong quat déi véi mang cac bién
ngau nhién cho truong hop n — oo. Muc 3.3 duge danh dé mé rong
luat manh s6 16n Kolmogorov cho mang hiéu martingale nhan gia tri
trong khong gian Banach p-kha tron va ching minh mot s6 dang luat
manh s6 16n déi v6i mang cac bién ngau nhién c6 cau tric rang budc
theo khoi cho truong hop |n| — co. Céc két qué chinh ctia Chuong 3 1a
Pinh 1§ 3.2.4, Dinh Iy 3.2.6, Dinh Iy 3.2.8, Dinh Iy 3.3.1, Dinh 1 3.3.6,
Dinh 1y 3.3.12, Dinh 1y 3.3.16 va Dinh Iy 3.3.18.



CHUONG 1

MANG HIEU MARTINGALE
VA MOT SO BAT DANG THUC MOMENT

Trong chuong nay, ching toéi gidéi thiéu khai niém mang hiéu
martingale va thiét lap mot s6 bat ding thic moment déi v6i mang
cac bién ngau nhién. Cac két qua chinh cta chuong duge viét dua trén
céc bai béo [28], [45] va [46].

1.1. Cac kién thitc chuan bi

Muc nay trinh bay phan kién thiic chuan bi bao gdm cac ky hiéu va
khai niém cting v6i bén bo dé lien quan dén noi dung ciia ca luan an.

Ta ky hieu N 1a tap cac s6 nguyén duong, Ny 1a tap cac sb6 tu
nhién, R 1a tap cac s6 thuc va Ry 1a tap cac sd thuc duong. Gid si
d € N, nhitng phan t thuoc Ng: (0,0,...,0), (1,1,..., 1), (my, ma, ..., mg),
(n1,n2,...nq9), (M1 +Lna+1,....ng+1), (ng —1L,neg —1,....,mng5 — 1),
(2,272 ... 2Md) lan lugt duge ky hieu béi 0, 1, m, n, n+1, n—1, 2. Gia
st o = (a1, 9, ..., aq) € R? ta ky hieu apy, = min{o; 1 i = 1,2, ...,d},
Omax = max{w; i = 1,2,....d}, [n(a)| = n{'ny>..ny" va |n| = [n(1)].

Véi m,n € N¢, ta viét m < n hodc n = m (tuong tng, m < n) néu
m; < n; (tuong tng, m; < n;) véi moi i = 1,2,...,d. Gi6i han n — oo
dugc hiéu la n; — oo véimoii = 1,2, ...,d. R6 rang n — oo tuong duong
vOl Nypiy — 0.

Gia st A 1a mot tap hop, ta ky hieu I 4) la ham chi tiéu cta tap A,
24 1a tap hop tit ci cac tap con ciia A va card(A) 1a lyc lugng cia A.
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Trong luan an nay, cac ky hiéu o va O dugce st dung véi ¥ nghia thong
thudng nhu trong giai tich c6 dién; C' 1a mot hing sé duong va gia tri
ciia n6 c6 thé khac nhau giita cac lan xuat hien. Dé khang dinh hing
s0 C chi phu thudc vao p, ta ding cich viét C' = C(,. Ta cling luon
gia thiét rang E la khong gian Banach thyc va kha ly; B(E) la o-dai
s6 Borel ctia E; (Q, F,P) 1a khong gian xac suat day du; cac bién ngau
nhién déu nhan gia tri trong E.

Giad stt X 1a mot bién ngau nhién, G 1a mot o-dai s6 con cia F.
K9y vong cia bién ngau nhien X dude dinh nghia 1a tich phan Bochner
clia X (néu ton tai) va dugc ky hieu 1a EX. Ky vong cé diéu kién cla
bién ngau nhién X d6i v6i G (néu ton tai) 1a bién ngau nhién Y sao cho
Y 1a G/B(E) do duge va E(Y14) = E(X14) véi moi A € G. Ky vong c6
diéu kien ctia bién ngdu nhien X d6i v6i G duge ky higu 1a E(X|G).

Bién ngau nhién X dudc goi 1a mot bién ngau nhién khd tich Bochner
néu E||X|| < co. Chi ¥ rang néu bién ngau nhién X kha tich Bochner
thi ton tai ky vong EX va ky vong c6 dicu kien E(X|G) v6i moi G
13 o-dai s6 con ctia F. Nhitng dé cap chi tiét vé ky vong, ky vong c6 dieu
kien va céc tinh chat clia chiing c¢6 thé tim thiy trong hai tai lieu [10]
va [56].

Gi& st {bp,n € Nd} 14 mot mang cic s6 thuc. Sai phan clia mang
{bn,n € Nd} tai n € N? duge ky hieu 1a Aby, v duge dinh nghia

Dbpi= Y (~1)Zmlm k) gy
keO(n)
trong d6 O(n) = {k € N¢ : k <n < k + 1} va quy udc by = 0 néu
k| = 0.

Dé thay rang Card(@(n)) = 2% néu d = 1 thi Ab; = b; — b;_1 véi
moi 7 > 1; néu d = 2 thi Abij = bijj — bj j—1 — bj—1; + bj—1 j—1 v6i moi
i > 1, 7 > 1. Mot tinh chat quan trong cta sai phan sé duge st dung

trong luan an 1 by = > ;1 <, Abk v6i moi n € N Hon nita, néu ton
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tai mang cac s6 thyc {an,n € Nd} sao cho by = ) <y, Gk VO moi

n € N% thi Aby = ayp véi moi n € N,

1.1.1 Dinh nghia. Ta néi ring mang {zn,n € N} C E hoi tu tdi
z € E khi n — oo néu v6i moi € > 0, ton tai ng € N sao cho véi moi

n € N% ma nyy, > ng, thi ||z — 24| < e.

Khi d6 ta ky hiéu lim x, = x hoac z, — = khi n — oo.
n—oo

1.1.2 Chu y. Lién quan dén sy hoi tu ctia chudi boi, ching ta thong

nhat ky hieu
= 1li :
D ani=lim ) o
neNd k=n
1.1.3 Dinh nghia. Ta néi ring mang {zn,n € N} C E hoi tu tdi
z € E khi |n| = oo néu v6i moi e > 0, ton tai ng € N sao cho véi moi

n € N? ma |n| > ng, thi ||z — 24| < €.

Khi d6 ta ky hieu lim z, = x hodc zn — x khi |n| — 0.
In|—o00

1.1.4 Nhan xét.

(i) zn — x khi |n| — oo khi va chi khi v6i moi € > 0, hau hét z, déu
thoa man ||z — xyq|| < €. N6i cach khac, chi ¢6 httu han z, théa man
|z — xq|| = €. Diéu nay cing ddm béo ring mang {z,,n € N} bi chan
(sumens [[7nl] < 00).

(ii) 2n — « khi |n| — oo khi va chi khi v6i moi € > 0, ton tai ng € N
sao cho v6i moi n € N? théa man npax > ng, thi |z — anl]| < €. Do dé
xn — x khi |n| — oo kéo theo xy — z khi n — co. Néi chung, hai dang

hoi tu nay khong trung nhau khi d > 1.

1.1.5 Dinh nghia. Méang cac s6 thuc {by,n € Nd} duge goi 1a mot
mdng khong gidm (tuong tng, mdng khong tdang) néu né khong gidm
(twong tng, khong ting) theo quan hé thit tu <, nghia la by < by
(tuong tng, by > by) v6i moi m < n (m,n € N%).
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1.1.6 Dinh nghia. ([32], [55]) Mang cac bién ngau nhién {X,,n € N}
ducc goi 1a mot mdng bi troi ngau nhién béi bién ngau nhien X néu ton
tai mot hang s6 C' > 0 sao cho v6i moi ¢t > 0 va moi n € N9 thi
P([| Xull > t) < C P([[X]| > 1)

R6 rang, néu {Xy,n € N7} 1a mot mang céc bién ngdu nhien ciing
phan phoi thi né 14 mot mang bi troi ngau nhién bdi X;.
1.1.7 Dinh nghia. ([64], tr. 277) Khong gian Banach E dugc goi la
mot khong gian p-tron deu (1 < p < 2) néu modun tron p(7) thoa man
p(1) = O(7P) (khi 7 — 0), trong d6 modun tron dugce dinh nghia

FM+yWHM—yH
2

p(r) = sup Lz € B o) = 1]yl = 7}.

1.1.8 Nhan xét.

(i) T bat dang thic tam gidc ta c6 modun tron p(7) < 7 v6i moi
7 > 0. Do do6, v6i 1 < p < 2, dieu kién p(7) = O(7P) tuong duong vdi
diéu kién ton tai hang s6 C' > 0 sao cho p(7) < C7P vé6i moi 7 > 0. Hon
nita, nhitng 1ap luan nay du dé khang dinh rang moi khong gian Banach
13 khong gian 1-tron deéu.

(ii) J. Lindenstrauss trong [35, Hé qué] (xem them [63, He qua 2.1])
chi ra réing p(7) > V72 + 1 — 1 v6i moi 7 > 0. Do d6, khong thé ton tai
p > 2 dé p(t) = O(rP). Vi vay, Dinh nghia 1.1.7 khong c6 y nghia khi
p > 2.

(iii) Doi v6i khong gian LP cac ham c6 lay thita bac p kha tich
(1<p< o), J. Lindenstrauss trong [35, tr. 243] (xemthém [9, Bodé B1])
da chi ra

™ /p + O(7%P) néu 1<p<2,

p(r) = {(p— 1)7’2/2 +O(T4) néu 2 <p < oo.
Vi vay, khong gian £P (1 < p < o) la khong gian min{2; p}-tron déu.
Hon nita, diéu nay cting ddm bao rang khong gian ¢, cac day c6 liy thita

bac p kha tong (1 < p < o0) 1a khong gian min{2; p}-tron déu.
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(iv) Theo W. A. Woyczyriski [63, Ménh deé 2.2], khong gian Banach
E 13 mot khong gian p-tron déu (1 < p < 2) khi va chi khi ton tai hang
s6 C' > 0 sao cho véi moi z,y € E thi

2 +yll” + llz = yll” < 2[jz]|” + Clly]”.

Do do6, tit dang thic binh hanh ta khang dinh dugc moi khong gian
Hilbert 1a khong gian 2-tron déu. Diac biét, dusng thang thuc R 1a mot
khong gian 2-tron déu. Trong truong hop nay, p(7) = VT2 1 -1 véi
moi 7 > 0 (xem [63, He qua 2.1]). Hon ntta, néu E 1a mot khong gian
Banach p-tron déu (1 < p < 2) thi né 1a mot khong gian r-tron déu véi
1 < r < p. Chi tiét hon, ta c6 danh gia sau

(lz + ylI” + [l +y\|r)p/r < 22712z |IP + Cly||P)
p/r
< (2ll=]" + CllylI")™".

1.1.9 Dinh nghia. ([64], tr. 277) Khong gian Banach E dugc goi 14 mot
khong gian p-khd tron (1 < p < 2) néu ton tai mot chuan tuong duong
v6i chuan ban dau sao cho E ciing v6i chuan nay tré thanh mot khong

gian p-tron deu.

1.1.10 Bo dé. ([22], Dinh 1y 2.2) Gid st p la mot s6 thue (1 < p < 2).
Khi dé cdc phdt biéu sau la tuong duong:

(i) E la mot khong gian Banach p-khd tron.

(ii) Ton tai hdang s6 duong C = C(p) sao cho vdi moi hiéu martingale

{X;,Fj,7 = 1} nhan gid tri trong E th

i i
p
EH ZXjH <CY E|X;P. iz (1.1.1)
j=1 j=1
(ili) Vdi moi hiéu martingale {X;,F;,j = 1} nhan gia tri trong E,
dieu kién
o0
X ||P
> X507 (1.1.2)
jp

J=1
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kéo theo

i
1ZX]~ — 0 h.cc khi i— . (1.1.3)
By
1.1.11 Bo dé. ([66], tr. 217) Gid st p la mot s6 thuc (1 < p < 2). Khi
do hai phdt biéu sau la tuong duong:
(i) E la mot khong gian Banach p-khd tron.
(ii) V&i moi s6 thuc q > 1, ton tai hang s6 duong C = Clp,q) sao cho
vdi moi hiéu martingale {X;, Fj,j = 1} nhan gid tri trong E th

! q i a/p
]EH ZXjH < CIE(Z HXjHP) L i1 (1.1.4)
j=1 j=1

1.1.12 Pinh nghia. ([34], tr. 246) Gia st {r;,j > 1} la mot day cac

bién ngau nhién doc lap, cung phan phdi va

Khong gian Banach E dudc goi la mot khong gian Rademacher loai p
(1 < p < 2) néu ton tai mot hiang s6 C' > 0 sao cho véi moi i > 1 va

moi v; € B (1 <j <i) thi

(EH irjvj
7=1

1.1.13 Nhan xét.
(i) Theo M. Ledoux va M. Talagrand trong [34, tr. 246], bat dang
thiic (1.1.5) ¢6 thé duge thay thé bai

(E| S "< c(i o) " (1.1.6)
j=1 j=1

v6i ¢ 1a mot s6 thue duong bat ky.

N < c(i fesl) " (115

J=1
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Nhu vay, khong gian Banach E la mot khong gian Rademacher loai
p (1 < p < 2) néu ton tai hiang s6 C' > 0 sao cho v6i moi ¢ > 1 va moi
v €B (1<) <) th

/) ) 1/p
B[ o] < (3 lat) ™
j=1 j=1

Day 1a cach dinh nghia vé khong gian Banach Rademacher loai p clia

W. A. Woyczyniski trong [65, Dinh nghia 1.1]. Hon ntta, trong truong
hop nay, ching ta c6 thé khang dinh dugce rang néu E 1a mot khong
gian Banach Rademacher loai p (1 < p < 2) thi né la mot khong gian
Rademacher loai r v6i 1 < r < p. Chi tiét hon, ta c6 danh gia sau

(Eij oy l) " < (fj foslr)"
j=1

J=1

(i) Trong truong hop g = 2, bat dang thic (1.1.6) tré thanh

(2| S ) <o (fj oyl .
j=1

j=1
Béng viec chon v =v#0 € E (1 < j <) ta co

-1/2 -1
il < CitP|fo].

Bat dang thic trén khong dude ddm bao néu p > 2. Diéu nay chi ra
rang Dinh nghia 1.1.12 khong ¢6 ¥ nghia khi p > 2.

Ngoai ra, A. Rosalsky va A. Volodin trong [55] da chi ra rang diéu kien
dé khong gian Banach E 1a khong gian Rademacher loai p (1 < p < 2)
tuong duong véi dieu kién ton tai hing s6 C' > 0 sao cho

0 p o0
EH > il <O il
j=1 j=1
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v6i moi (v1,v9, ....) € C(E), trong d6
0
C(E) = {(v,v2,....) EEXExEx ...: ervj hoi tu theo xac suat }.
j=1
1.1.14 Bé dé. ([22], Dinh Iy 2.1) Gid st p la mot s6 thuc (1 < p < 2).
Khi dé cdc phat biéu sau la tuong duong:

(i) E la mot khong gian Banach Rademacher logi p.

(ii) Ton tai hdang s6 duong C = C(p) sao cho (1.1.1) ding vdi moi day
{X;,j =1} cdc bién ngau nhién doc lap, cé ky vong bang 0 va nhan gid
triy trong E.

(iil) Vi moi day {X;,j = 1} cdc bién ngau nhién doc lap, cd kj vong
bang 0 va nhan gid tri trong E, dieu kien (1.1.2) kéo theo (1.1.3).

1.1.15 Nhan xét. Tt hai bd dé 1.1.10 va 1.1.14 ta khang dinh dugc
rang néu E 1a mot khong gian Banach p-kha tron (1 < p < 2) thi né la
mot khong gian Rademacher loai p. Tuy nhién, diéu ngugc lai khong con
ding ntta (xem [40, Dinh 1y 6.1 va Dinh 1y 6.3] cho trudng hgp p = 2,
[8, Dinh 1y 3] va [66, tr. 216] cho truong hop 1 < p < 2).

1.1.16 Bo dé. ([65], Menh dé 2.1) Gid st p la mot so thuc (1 < p < 2).
Khi dé hai phdt biéu sau la tuong duong:

(i) E la mot khong gian Banach Rademacher loai p.

(ii) V@i moi s6 thuc q > 1, ton tai hang s6 duong C' = C(p’ g) 5a0 cho
vdi moi day {X;,7 = 1} cdc bién ngau nhién doc lap, cé ky vong bang 0

va nhan gid tri trong E thy (1.1.4) ding.

1.2. Mang hiéu martingale
Khai niém mang hiéu martingale dugc gi6i thiéu trong muc nay la
mot dang nhiéu chiéu ctia khai niém hiéu martingale. Dé dua ra khai

niém nay, ta can trinh bay dinh nghia vé co sé ngau nhién va mang phi
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hop st dung quan hé thit ty < trén Ng. Chi ¥ rang hai dinh nghia dugc
dé cap sau day chi 1a syt md rong tu nhién tir truong hgp mot chiéu.

1.2.1 Dinh nghia. Mang cic o-dai s6 con {Fn,n € N&} clia F dugc
goi 1& mot co sd ngdu nhién néu né khong giam theo quan hé thit tu <

tren N¢. nghia la Fiy, C Fn v6i moi m < n.

1.2.2 Dinh nghia. Gia st {F,n € N¢} 1a mot co s ngdu nhien va
{Xn,n € N} 1a mot mang cac bién ngau nhién nhan gia tri trong khong
gian Banach E théa man Xy, 1a F,/B(E) do dugce véi moi n € N¢, Khi
46 { Xy, Fn,n € N%} duge goi 1a mot mdng phi hop.

Gid st {Fn,n € NZ} 1 mot co s6 ngu nhién (quy ude Fn = {0, Q}
néu |n| = 0). V6i méi n € NY, diit

(0.¢] o0 o0
1 [ pp—
Fn - \/ fnlkaS--'kd T O-( U U e U ‘Fnlkgkg...k‘d)J
kq=1

’FI‘?I = \/ v -Fkl...kj_lnjkj+1...kd néu 1 < j < d?
k>l (1<6<—1)  ki>1 (j+1<i<d)
d
‘FII = \/ fklkg...kd,lnda
ki>1 (1<i<d—1)
Gn=\/ T
1<i<d

trong truong hop d = 1, dat ,7:% = Fn.

1.2.3 Dinh nghia. Mang phit hop {Xn, Fu,n € N9} duge goi 1a mot
mdng hieu martingale néu E(Xp|F._{) = 0 h.c.c. v6i moi n € N? va

moii=1,2,...d.

Nhu vay, khai niem méang hiéu martingale chinh 14 mot dang nhiéu
chiéu ctia khai niém hiéu martingale. Sau day, ching ta sé dé cap dén
hai vi du dé minh hoa cho méi quan hé gitta mang hiéu martingale va

mang cac bién ngau nhién doc lap, c6 ky vong bang 0.
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1.2.4 Vi du. Gia sit {X,,n € N9} 1a mot mang cac bién ngdu nhién
doc lap va c6 k¥ vong bing 0. Véi mdi n € N?, dit
JFn=0{Xx,1 <k <n}.
Khi d6 { Xy, Fn,n € N?} 1a mot mang phit hop. Hon nita, v6i moi n € N¢
vamoii=1,2,....,d, E(Xu|F. ;) =EX, = 0. Vivay {Xyn, Fn,n € N/}
la mot mang hiéu martingale.
1.2.5 Vi du. Gia st d 1a mot s6 nguyen duong va {X;, F;,j > 1} 1a
mot hieu martingale théa man {Xj,j > 1} khong phai la mot day cac
bién ngdu nhien doc lap. Véi mdi n € N?, dit
. — Xn, néun\gzngz...:ndzl,
n 0 neu ton tai ¢ : 2 <1 < d sao chon; > 1,
va v6i mdi k € N¢, dat
7 _JFn  neulk[#0,
K7 040,Q)} néu K| =o0.

Khi d6 {X,,n € N9} khong phai 14 mot mang cac bién ngau nhien doc
lap. Tuy nhién {Xy, Fu,n € N9} 1a mot mang phit hop. Hon nita, véi

i _ Fu, néu i = 1,
no J(U;?il}"j) néu i # 1,

va Fi = {0,Q} néu k; = 0. Do d6 E(Xu|F._;) = 0 véi moi n € N va
moii = 1,2,...,d. Vivay {Xn, Fn,n € Nd} la mot mang hiéu martingale.

moi n € N¢,

Nhu vay, tap tat ca cac mang hiéu martingale thuc sy rong hon tap

tat ci cdc mang cac bién ngau nhién doc lap va cé ky vong bang 0.

1.3. Mot s6 bat dang thic moment

Trong muc nay, ching t6i thiét lap mot s6 bat déng thic moment doi
v6i mang cac bién ngau nhién cho ca hai truong hop: c¢6 va khong cé

diéu kién hinh hoc ctia khong gian Banach.
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Dinh 1y sau day thiét lap mot bat dang thic cuc dai dang bat ding
thitc Doob déi v6i mang hiéu martingale nhan gia tri trong mot khong
gian Banach thuc va kha ly.

1.3.1 Dinh 1y. Néu q la mot s6 thuc (¢ > 1), g la mot ham 163, khong
giam va nhan gia tri khong am, {Xn, Fn,n € Nd} la mot mang hiéu
martingale nhan gid tri trong mot khong gian Banach thuc va kha ly thi

(glgfn (I Z XIH)) ( )QdE<g(H > XkH))qa neN.

<1<k 1=<k=n
(1.3.1)

Chitng minh. Vi g 1a mot ham 161 va nhan gia tri khong am neén tit bat
dang thiic Doob dbi véi martingale dudi khong am (xem [5, tr. 255])
ta thu duge (1.3.1) cho truong hgp d = 1. Gia st rang (1.3.1) dung khi
d=D —1 > 1. Ta sé chiitng minh n6 cting dang khi d = D.

That vay, véi moi k € NP (1 <k =< n), dit

Sk = X1, Y. = max Skl|)-
k= > X, Y, 1<ki<ni(1<i<D—1)g(H /)

1=<1=k
Khi do
E(S | Fi, )
k1k2'-'kD71kD klkg...kp_l,kp—l
D
- E(‘S’klk?”kDflka_l|Fk1k2...]{7D_17kD—1)
D
+ E( Z Xl1l2--~lD—1kD‘Fklkg...kD_l,k‘D—l)
1<l;<k; (1<i<D—1)
= Sklkg...kp_l,kp—].'
Do doé
D D
BV st ) =B, g(1Sl) 1Pty 1)
> ma E(g(||Skl) | FE
Z L <hi<n, (1§¢<D D (9 [5kl[) | kyks.. kD_l,kD—l)
>

max g(IIE S F ks ki kim0
(

ma v, .
1<k <n, (1§z<D 1) g H kyks...kp_1,kp— 1H) kp_.
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Hay {YkD7F£k2...kD_1kD71 < kp < np} 1a mot martingale duéi khong
am. Theo bat dang thitc Doob thi

E( max g(||SkH))q :E( max YkD)q < <L>QEY7gD. (1.3.2)

]_jkjl’l 1<k’D<7’LD q - 1

Dat

np (0. ]
/ o / _
Xkle...kD_l - E : Xklk‘z---kiqu?/:)? ‘Fklkg...k[)_l - \/ Fklk%nkDflkD'
k?D:]. kpzl

Khi d6 {X} o oo Fp o o (k1 ke, kpoy) € NP71} ciing 1a mot
mang hiéu martingale. Vi vay

q
EVS, <E( max (ISt i)

q
:E(l<ki<nfl(1?§i<D—l)g(H 2 Xl/llz"'lD”H))

1<l;<k; (1<i<D—1)

) I C (D S )

1<l;<n; (1<i<D—1)

~(-25)" " Gtsal)” 133

Két hop (1.3.2), (1.3.3) ta nhan duge (1.3.1) cho truong hop d = D. O

Hée qua sau day dugc suy ra tryc tiép tit Dinh 1y 1.3.1 va 14 dang
nhiéu chidu ctia bat dang thiic Doob ddi v6i higu martingale (xem [20),
Dinh 1§ 2.2]).

1.3.2 Hé qua. Néu q la mot s6 thuc (¢ > 1), {Xn, Fa,n € N9} la mot
mang hiéu martingale nhan gid tri trong mot khong gian Banach thuc
va kha ly thi

E( max

1<k=n

q g \4¢ q d
1=<1=<k 1<

<n
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Bat dang thic Hajek-Rényi da ducc ching minh béi J. Hajek va
A. Rényi trong [21] cho day cac bién ngdu nhién doc lap, ¢6 ky vong
bang 0. Két qua nay tong quat bat dang thiic Kolmogorov (xem [31],
[17, tr. 122]) va 1a mot cong cu hitu ich dé chitng minh luat manh s6 16n
(xem [11, tr. 436]).

Dinh 1y sau day thiét lap mot bat déng thic cuc dai dang bat ding
thiic Hajek-Rényi d6i v6i mang cac bién ngdu nhién nhan gia tri trong
mot khong gian Banach thuc va kha ly. Phuong phap chiing minh dinh
Iy nay dya trén y tuéng ctia G. R. Shorack va R. T. Smythe trong [58].

1.3.3 Dinh 1y. Gid st p la mot s6 thuc duong, {bn,n € N la mot
mdng cdc so thuc duong va cé sai phan khong am (nghia la by > 0 va
Aby = 0 vdi moi n € Nd), {Xn,n € Nd} la mot mdng cdc bién ngau
nhién nhan gia try trong mot khong gian Banach thuc va kha ly. Khi do

vdi moi € >0 va moi m < n (m,nENd),

d+1)
(mfﬂﬁzngHZXIH ) < 5 E( jmax, Zbl —[)"

Ching minh. Vi Aby > 0 véimoin € N< nen {bn,n € Nd} la mot mang

khong giam. Do dé, véi moi € > 0 vi moi m < n (m,n € N%),

IR ED
(mfﬂfzznkHZ | >

<1<k
x> 3)
<P, il 2 >
<P(me HZXIH 5 089

V6i mbi k € N?, dt

X
Tk = bk +bm, Dy = T—ll

1=<1=k
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St dung phép hoan vi thit tu lay tong ta co
X1
= 30 (3 an)ir= 30 an( 3 3)
> K= (2 O > Al D+
1<1<k 1=<1<k 1<t=<I 1=<t=<k t<1<k

Hon nita, vi Ary > 0 nén

max —
1<k=n Ty

( Z X1H 20 max ||Dy]. (1.3.6)

1=<1=n

Tu (1.3.5), (1.3.6) va bat déng thitic Markov ta nhan dugc

g
hell 22 ]2 <) < (gm0 )
P( max kH > mas 1Dy > 7

2p(d—|—1)

< ]E( max HDIH)

epb 1<1<n

Diéu nay kéo theo két luan ctia dinh 1y. ]

Cac két qua tiép theo 1a nhitng truong hop riéng ciia Dinh 1y 1.3.1 va
Dinh 15 1.3.3 khi ta bo sung cac gia thiét vé cau tric clia mang cac bién
ngau nhién va tinh chat hinh hoc ctia khong gian Banach.

Dinh 1y sau day dwa ra ba dac trung ctia khong gian Banach p-kha

tron dudi dang ba bat dang thiic moment déi véi mang hiéu martingale.

1.3.4 Dinh 1ly. Gid st p la mot so thue (1 < p < 2) va d la mot s6
nguyén duong. Khi dé cdc phdt biéu sau la tuong duong:
(i) E la mot khong gian Banach p-kha tron.
(i) Ton tai hang s6 duong C = C(p) sao cho vdi moi mdng hiéu
martingale { Xn, Fn,n € Nd} nhan gia tri trong E thi
]EH S Xka <0’ Y E|xP, neN (1.3.7)
1<k=n 1<k=n

(iii) V&i moi so thuc q > 1, ton tai hang so duong C = Clp,q) a0 cho
vdi moi mang hiéu martingale { Xy, Fn, nENd} nhan gia try trong E thi

ZXIH) <O nm 2P TN TR X4, n e N (1.3.8)

1<k=<n

E( max

1<k=n
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(iv) Ton tai hang so duong C = C(, q) sao cho vdi moi mdng hieu
martingale { Xy, Fa,n € N2 nhan gid tri trong E, vdi moi mdng {by,
ne Nd} cdc so thuc duong va cé sai phan khong am, moi € > 0 va moi

m <n (m,n € N9) th
Xk p
- X H ) ]EH H (139
<mrill%§n ka Z ! 1<k< bk+bm ( )
SKENn

Ching minh. (i) = (111): Vi E 1a mot khong gian p-khé tron (1 < p < 2)
nén E ciing 1a mot khong gian r-kha tron v6i 1 < r < p. Do vay, khong

mat tinh tong quat, ta gia st ¢ > p. Hon nita, vi bat dang thic (1.3.8)
dtung khi p = ¢ = 1 nén ta gia thiét them rang g > 1.

Mt khac, nho He qua 1.3.2, ta chi can ching minh

E ] S Xqu < CUntP 1 3T B X (1.3.10)
1<k=n 1=k=n

Nhan thiy trong trudng hgp d = 1, bat dang thiic (1.3.10) duge suy
ra tit Bo dé 1.1.11 va bat dang thic Holder. Gia sit riang (1.3.10) ding
khid= D —1 > 1. Ta sé chi ra n6 ciing dang khi d = D.

Dt Sk = Y1 <1<k X1, k € NP, Khi d6, v6i moi n € NP, moi kp > 1

D
E(Sn1n2"'nD—1,kD+1 |Fn1n2--~np,1k:,3)

D
_E(Sn1n2 ‘Mp— lk?D| NiNg-"Np— 1k7D)

E D
+ ]E( Xk1/f2"‘kD—17kD+1‘fnan---np_lkD)

- Sn1n2”'nD—1kD'

Do A6 {Sninympikp Fiommy kp L < kD < np} 1a mot martingale.
Theo B6 dé 1.1.11 va bat dang thitc Holder thi
np
P\ 4a/p
E[[Snll? < CE( > H > Xbeskkipikp )
np
Clnp)?~ ) EH > Xikekoks

kp=1 1<k <n; (1<i<D-1)

(1.3
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V6i méi kp c6 dinh, dat

o0
/ !/
Xk‘lk‘g...k‘p,l = Xklké-'-k'DflkD’ ‘Fklkg...k‘[),l - \/ "Tk1k’2---k’D71ZD' (1312)
lDzl

Khi d6 {X} . F o o (k1 ka, o kpor) € NP71Y ciing 1a mot
mang hiéu martingale. Vi vay
/
EH Z Xklk’g...kD_l

< CD_l(nlng...nD_l)q/p_l Z ]EHX]/{ZJCQ.

q

g 19 (1.3.13)
Két hop (1.3.11), (1.3.12) va (1.3.13) ta nhan dugc (1.3.10) cho trudng
hop d = D.

(iii) = (ii): Kéo theo nay la hién nhién.

(ii) = (i): Gia st rang (ii) dtng v6i mot s6 nguyén duong d nao do.
Ta can ching minh E 13 mot khong gian p-kha tron.

That vay, gid st {X;, Fj,7 > 1} la mot hiéu martingale nhan gia tri
trong E. Stt dung cach xay dyng mang hiéu martingale xuat phat tit hiéu
martingale {X;, Fj,j = 1} nhu trong Vi du 1.2.5, ta nhan dugc mang
hiéu martingale {Xn, Fn,n € N}, Hon nita, véi moi n € N¢,

n
> EIX? =) EIX)P, (1.3.14)

1<k=n 7=1
ny
p p
EH 3 XkH :EHZXjH. (1.3.15)
1<k=<n =1
Tit (1.3.7), (1.3.14) va (1.3.15) ta c6
s p n
]EHZXjH <Y E|x,|P.
j=1 j=1

Do vay, Bo dé 1.1.10 ddm bao rang E 13 mot khong gian p-kha tron.
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(iii) = (iv): Gi& sit {Xn, Fn,n € N} la mot mang hieu martingale.
Khi d6, v6i mdi m € N%, {X,,/(by +bm), Fa,n € N} ciing 1a mot mang
hiéu martingale. Vi vay, tit Dinh 1y 1.3.3 ta thu dugc ((iii) = (iv)).

(iv) = (i): Gia stt rang (iv) ding v6i mot s6 nguyen duong d nao do.
Ta can chitng minh E 14 mot khong gian p-kha tron.

That vay, gid st {X;, F;,j = 1} la mot hiéu martingale nhan gia tri
trong E vA théa man diéu kien (1.1.2). V6i mdi n € N9, dat by, = ny.
Khi do

A= { o el
Diéu d6 c6 nghia rang {by,n € N} la mot mang cac sb6 thuc duong va
c6 sai phan khong am.

Mit khéac, st dung cach xay dung mang hiéu martingale xuat phat
tlt hieu martingale {Xj;, 7;,j > 1} nhu trong Vi du 1.2.5, ta thu dudc
mang hiéu martingale { Xy, Fn,n € Nd}. Hon ntta, v6i moi e > 0 va moi

m < n (m,n € N%), ton tai hing s6 C' > 0 sao cho
Xk p
s, 1] 5 ]9 <€ & sl
(m—<k-<n by H Z 1 Jeen bk + bm
Diéu nay kéo theo

IP( max H

my <k <ny kl

) Qi E[|X[?
eP P (i—l—ml)p

C EHX Iig E[|X; P
gs_Z)(Z m1 + Z P )’

=1 1=my+1

cho n1 — oo ta nhan ducc

o

kl my
1 C || X;|” E[|.X; ||
P gl Ex]2e) <5(2 ot 2 )

1=1 =1 1=m;+1
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Diéu nay cting véi (1.1.2) va b dé Kronecker ddm bao rang

sup )—>O khi m; — oo.

(k >my k]_ H
Do d6 (1.1.3) diing. Theo B6 dé 1.1.10, E 13 mot khong gian p-kha tron.[]

Trong truong hop d = 1, Dinh 1y 1.3.4 kéo theo két qua chinh clia
S. Gan trong [13]. Cu thé, ta c¢6 hé qua sau:

1.3.5 Hé qua. ([13], Dinh ly) Gid st p la mot s6 thuc (1 < p < 2). Khi
dé hai phdt biéu sau la tuong duong:

(i) E la mot khong gian Banach p-khd tron.

(ii) Ton tai hang s6 duong C = C(p) sao cho vdi moi hiéu martingale
{X;,F;,7 = 1} nhan gid tri trong E, moi day khong gidm cdc so thuc

duong {b;,j = 1}, moi e > 0 va moi so nguyén duong n,ng (ng < n) thi
~E|XP - EXG)P
<n£riax — ZX H ) ( 7. +Z 7 > (1.3.16)
j=1 j=ne+1 J

Nhan thay bat ding thitc (1.3.4) ding v6i moi mang cac bién ngiu
nhién doc lap va c¢6 ky vong bang 0. Do vay, bang viéc st dung hai bd dé
1.1.14 v& 1.1.16 cung v6i phuong phap chiing minh tuong tu nhu déi véi
Dinh 1y 1.3.4, ta thu dugc dinh 1§ sau day. Chi ¥ ring diac diem nhiéu
chiéu trong phat bicu (ii) ctia Dinh 1y 1.3.4 khong con ¥ nghia khi ta xét

cho truong hgp mang cic bién ngau nhién doc lap va c¢6 ky vong biang 0.

1.3.6 Dinh 1y. Gid sit p la mot so thue (1 < p < 2) va d la mot s6
nguyén duong. Khi dé cdc phdt biéu sau la tuong duong:

(i) E la mot khong gian Banach Rademacher loai p.

(ii) Véi moi s6 thuc ¢ > 1, ton tai hang so duong C = Cip,q) a0 cho
vdi moi mang {Xn,n € Nd} cac bién ngau nhién doc lap, cé ky vong

bang 0 va nhan gid tri trong E thi (1.3.8) diing.
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(iti) Ton tei hang so duong C' = Ci, q) sao cho vdi moi mdng
{Xn,n € Nd} cac bién ngau nhién doc lap, cé ky vong bang 0 va nhan
gid tri trong B, moi mdng {bn,n € N%} cdc s6 thuc duong va cé sai phan
khong am, moi e > 0 va moi m < n (m,n € N%) thi (1.3.9) diing.

Hé qua sau day duwa ra mot dac trung ctia khong gian Rademacher
loai p dudi dang bat dang thitc Hajek-Rényi doi véi mang céc bién ngau
nhién doc lap va c6 ky vong bang 0. Trong truong hop E = R, tit hé qua
nay ta nhan dugc két qué chinh ctia J. Hajek va A. Rényi trong [21].

1.3.7 Hé qua. Gid su p la mot s6 thuc (1 < p < 2). Khi dé hai phdt
biéu sau la tuong duong:

(i) E la mot khong gian Banach Rademacher loai p.

(i) Ton tai hang so dudng C' = Cy,) sao cho vdi moi day {X;,j > 1}
cdc bién ngau nhién doc lap, cé ky vong bang 0 va nhan gid tri trong E,
moi day khong giam cdc so thuc duong {bj,j > 1}, moie > 0 va moi so
nguyén duong n,ng (ng < n) thi (1.3.16) ding.

1.4. Két luan ctia Chuong 1

Trong chuong nay, luan an da gidi quyét duge nhitng van dé sau:

- Gidi thiéu khai niem mang hiéu martingale - dang nhiéu chiéu ciia
khai niém hiéu martingale;

- Thiét lap bat dang thiic cuc dai dang bat dang thic Doob déi véi
mang hiéu martingale va bat dang thic cuc dai dang bat dang thic
Hajek-Rényi d6i v6i mang cac bién ngiu nhién nhan gia tri trong mot
khong gian Banach thuyc va kha ly bat ky;

- Dua ra mot s6 dac trung ctia khong gian Banach p-kha tron va khong

gian Banach Rademacher loai p duéi dang céc bat ding thiic moment.
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CHUONG 2

LUAT YEU $O LGN DOI VOI MANG PHU HOP
VA MANG PHU HOP THEO HANG

Trong chuong nay, ching toi thiét lap tieu chuan hoi tu suy bién va
luat yéu s6 16n Kolmogorov-Feller déi v6i mang phit hgp va mang phit
hop theo hang, nhan gia tri trong khong gian Banach p-kha tron. Cac
két qua chinh ctia chuong duge viét dya trén hai bai bao [43] va [45].

2.1. Luat yéu sb 16n déi véi mang phu hop

Tieéu chuan hoi ty suy bién co dién (xem M. Loeve [36, tr. 290]) cung
cap diéu kién can va du dé mot day cac bién ngdu nhién doc lap tuan
theo luat yéu sb 16n. Sau d6, tieu chuan hoi tu suy bién da dugc nghien
cttu d6i v6i martingale (xem P. Hall va C. C. Heyde [20, tr. 29]). Két qua
nay cung cap diéu kien du dé xay ra luat yéu so6 16n déi véi martingale.
P. Hall va C. C. Heyde ciing da dua ra mot vi du dé khang dinh ring két
qué nay khong thé phat biéu duéi dang diéu kién can va da nhu trong
trudng hgp doc lap (xem P. Hall va C. C. Heyde [20, tr. 29-30]).

Gan day, Nguyén Van Quéng va Lé Hong Son trong [48] da chi ra
rang tiéu chuan hoi tu suy bién van ding khi gia thiét day cac bién ngau
nhién lap thanh martingale dugc thay thé béi mot gia thiét yéu hon: gia
thiét day do lap thanh day phu hop.

Trong muc nay, ching t6i st dung phuong phap chit cut (xem [17,
tr. 121]) dé mdé rong tidu chuan hoi tu suy bién ddi véi mang phit hop.
Dura vao két qua nay, ching toi thu duge luat yéu s6 16n Kolmogorov-

Feller cho mang phit hgp cac bién ngau nhién bi troi ngau nhién.
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2.1.1 Dinh 1y. Gid st {an,n € N} va {by,n € N} la hai mdng cic
s6 thuc duong, {Xn, Fa,n € N4 la mot mdng phii hop nhan gid tri
trong khong gian Banach p-khd tron E (1 < p < 2) théa man diéu kién
E(Xnl4|Gu_1) la Fo/B(E) do dugc vdi moi A € o(Xy) va moin € N7,
Dit Yok = Xy I(x, |<ay). Khi d6

LS (M- E(VardGi 1)) 50 khi ) soe  (210)

b
" 1<k=n

néu hai dieu kien sau day dudc théa man:

> P(| Xkl > an) =0 khi |n| = oo, (2.1.2)

1<k<n

- Z E|Vok — EVaklGk-1)|IP = 0 khi |n] —oc0.  (2.1.3)
1<k<n

Ching minh. V61 moi € > 0, ta co

IP’<% sz;n (X~ E(VaklGic 1)]| > <)
_ P(i sz;n (X~ Yo + Yk~ EValGi 1)) | > )
< P(i 1§<n (X = Ya) | > ¢/2)
+ P(% H;n (Yak ~ QG 1) || > 2/2). (2.1.4)

U (2.1.2) ta thu duge

1
(— (Xi — Ynk)H > 5/2)
on 1<k=<n
1
=P(i] X Xt > </2) <B( U 050> )
1<k=<n 1<k=<n
Z (| Xkll > an) — 0 khi |n| — oo. (2.1.5)
<k=<
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Mat khac, vi Yok — E( Yak| Gk — 1) la Fi/B(E) do duge véi moi k € N¢
nen {Ypx — ( nk|gk_1),]:k,k € N?} 1a mot mang phit hop. Hon nita,
véi moi k € N vamoii = 1,2, ....d,

E(Ynk — E(Yak|Gk—1)[Fi_1) =0

Vi vay {YVak — E(Yak|Gk-1), Fi, k € N} 1a mot méang hiéu martingale.
Stt dung bat dang thitc Markov, Dinh 1y 1.3.4 va diéu kien (2.1.3) ta c6

IP’(bi Z (Vak —E(Ynk\gk—l))H > 5/2)

n o 1<k=n

(Ynk|Gk— 1))Hp

spbp

1jkjn

2wC
ggpb% > E||Yak — E(VaklG—1) ||’ = 0 khi |n| — oo (2.1.6)

1<k=<n

Két hop (2.1.4), (2.1.5) va (2.1.6) ta nhan dugc (2.1.1). O

Hée qué sau day ducgc suy ra truc tiép tit Dinh 1y 2.1.1 va n6 dua ra

tieu chuan hoi tu suy bién déi véi mang phit hop.

2.1.2 Hé qua. Gid stt {an,n € N} va {by,n € N} la hai ming cic
s0 thuc duong, {Xn, Fn,n € Nd} la mot mang phu hop nhan gida tri
trong khong gian Banach p-khd tron E (1 < p < 2) théa man diéu kién
E(Xnla|Gn 1) la Fo/B(E) do dugc vdi moi A € o(Xy) va moin € N7,
Diit Yax = X I{x,|<a,)- Khi d6

— Z X0 Ehi |n| — oo (2.1.7)
1<k<n
néu
1
— E(YoklGk 1) = 0 Ehi |n| — oo (2.1.8)
nyq k=<n

va hai diu kien (2.1.2), (2.1.3) duoc théa man.
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Cha y rang trong trudong hop d = 1, dieu kien E(Xpla|Gn-1) 1a
Fn/B(E) do duge véi moi A € o(Xy) va moi n € N? duge suy ra tir gia
thiét {Xn, Fn,n € N} 13 mot mang phit hgp. Tuy nhien, néu d > 1 thi
diéu nay khong con dung nita. Vi du sau day duge duya trén Vi du 3.1
trong [3] va sé chiing minh khang dinh nay.

2.1.3 Vi du. Gia st (Q, F,P) la mot khong gian x4c suat roi rac véi

Q={wy:ne N} CcR, F=2%
P(wn) = pn >0 (n € N%).

V6i méi n € N7, dat
Xn:l(wn)? fn:U{Xk:]_ jkjn},
An:{wk:kENdsaochoténtaii:1<2’<ddéki<ni}.

Khi d6 {Xp, Fn,n € Nd} 14 mot mang phit hop nhan gia tri thye. Hon

nita, véi moi n € N,

Qn_l:J{Xk:kENdsaochoténtaii:léiéddéki<ni}
={C,D,CUD:C C Ay, D =Q\D C Ay}

V6i mdi n € N?, dat Yy, = al(zn) trong d6 a = pn/P(Apn). Ta sé chiing
minh Yy = E(Xy|Gn-1) v6i moi n € N¢. Do Yj la Gn-1/B(R) do dugc
v6i moi n € N nén van dé con lai 1a can chi ra E(Yn!(p)) = E(XnI(p))
v6i moi B € Gp_1.

Trong truong hgp B C Ay, ta dugc ](ZD)I(B) =0 va Xnlpy =0, do
do E(Ynl(py) = E(Xnl(p)) = 0.

Trong trucng hop B C Aq, ta dudc I(ZH)I(B) = ](Zn) va Xnl(p) = Xn,
do d6 E(Yn!l(p)) = E(Xnl(p)) = pn.

Xét truong hop con lai khi B = C'U D trong d6 C, D C Ay, ta ¢6
Iig)y = Loy + I(p) — Iicrpy- Do C N D C Ay nén bang nhimg lap luan
tuong tu nhu hai truong hop trén ta chi ra duge E(Ynl(p)) = E(Xnl(p)).
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Nhu vay Yy = E(Xp|Gn—1) v6i moi n € N?. Tuy nhién, trong trudng
hop d > 1 thi Yy, khong 1a F, /B(R) do duge, do dé ciing khong thé dam
bao E(Xnla|Gn-1) 1a Fn/B(R) do duge véi moi A € o(Xy) (chang han
voi A = Q).

2.1.4 Nhan xét. Trong truong hop d =1 va a,, = b,, Hé qua 2.1.2 kéo
theo Dinh 1y 2.1 ctia Nguyén Van Quéang va Lé Hong Son [48]. Trong
bai bdo d6, cac tac gid da dua ra mot vi du (xem [48, tr. 554]) dé chi ra
Dinh 1y 2.1 trong [48] thuc sy manh hon Dinh 1y 2.13 trong [20]. Nhu
vay, Hé qua 2.1.2 khong chi tong quat ma con manh hon Dinh ly 2.13
trong [20].

He qué 2.1.2 da chi rang cac diéu kien (2.1.2), (2.1.3) va (2.1.8) kéo
theo két luan (2.1.7). Tuy nhién, dicu ngugc lai 1a khong dang. Vi du
sau day sé chi ra rang v6i moi s6 nguyén duong d, (2.1.7) khong kéo theo
(2.1.2). Vi du nay dugce lay y tudng tit mot vi du trong [20, tr. 29-30].

2.1.5 Vi du. Gi4 st {Y},j > 1} la mot day cac bién ngéu nhién doc
lap, nhan gia tri thuc théa man Y7 = 1 va véi mdi j > 1, bién ngau

nhién Y; c6 phan phoi xac suat
P(Y;=0)=j"' PY;=2)=1-;5"
Gi4 st d 14 mot s6 nguyen duong bat ky. Véi mdi n € NY, dat

n
a/n:nl, bn:2’ ‘7

'I’Ll—{—l nq

HYi— Y, néu no=n3=..=nyg=1,
Xn =

i=1 i=1 )

0 neu ngudgce lai.

Khi d6 {Xpn, Fn = F,n € Nd} 12 mot mang phtt hop, nhan gié tri trong
khong gian Banach 2-kha tron R théa man E(X,14|Gn-1) 1a Fn/B(R)
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do duge v6i moi A € o(Xy) v moi n € N¢. Hon nita, véi moi € > 0,

1 ni+1
]P>(E D Xk’ >5) :IP( HYZ-—I‘ >bn5>
1<k=n =1

1 7’Ll+1
< b E H Y + 1)
n i=1
n1+1
= o I] ca-ih)+ 1>
s
n1+1
= Sz 2™ H(l—z_l)—i—l)
=2

1, om |
— (m = 1) 50 khi |n| — oo,

hay (2.1.7) ding. Tuy nhién

log, n1<j<ny 1=1

- Y Tl

log, ni<j<ny 1=2
741
= E it > E / e
log, ny<j<ny log, ny<j<my J

-+ 0 khi n; — oo.

Do d6 (2.1.2) khong duge thdéa méan.
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Trong trudng hop {Xu,n € N} 1a mot mang cac bién ngdu nhién
doc lap, tit Hé qua 2.1.2 ta nhan dugc hé qua sau day. Hé qua nay md

rong tieu chuan hoi tu suy bién co dien.

2.1.6 Hé qua. Gid st {an,n € N} va {by,n € N9} la hai mdng cdic
s6 thuc duong, {Xn,n € Nd} la mot mdng cdc bién ngau nhién doc lap,
nhan gid tri trong mot khong gian Banach p-khd tron (1 < p < 2). Dat
Yok = Xk (x| <an)- Khi do (2.1.7) ding néu cac dieu kién sau day
duoc thoa man:

> P(IXkll > an) =0 Ehi |n| — oo,

1<k=n

1
= > B[V — EVil” = 0 ki |n| — oo,
b5

1<k=n

1
. EYak = 0 khi |n| — oo.

" 1<k=n

Vi du sau day sé chi ra rang véi moi s6 nguyén duong d, He qua 2.1.2
thuc sy manh hon Hé qua 2.1.6. Cu thé hon, vi du nay sé dé cap dén
mot truong hgp ma luat yéu s 16n (2.1.7) duge suy ra tir He qua 2.1.2
va khong thé suy ra tit Hé qua 2.1.6.

2.1.7 Vi du. Gia st d 1a mot s nguyen duong bat ky, an = |n|?,
bn = [n|* (n € N9, {X,,n € N} 13 mot mang cac bién ngau nhien
cing phan phdi, nhan gia tri thuc va c6 ham mat do xac suat
1/22 néuz >1,
o= {37 0 |
éu ngugc lai.
Ta gia st them ring {X,,n € N9} khong 1a mot mang cac bién ngiu
nhién doc lap. Khi d6 két luan (2.1.7) khong thé suy ra tit Hé qua 2.1.6.
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Tuy nhién, { Xy, Fn = F,n € Nd} la mot mang phu hgp thoa man

> 1 1 ,
> P(Xyl>an)=In| [ —ydz=——0 khi |n|— oo,

1-<k-<n o[> ¥ n|
Z E|Yak — E(Yok|Gk—1)” = 0 khi |n| — o0,
“k=

Sk

_2

n
1 1 , 1
— k gk ’ < —_— n“=——0
n n ‘ 1) |I1|4 § ‘ ‘ |1’1‘

khi |n| — 00. Do d6 cac dieu kién (2.1.2), (2.1.3) va (2.1.8) dugc thoa
méan. T Hé qué 2.1.2 ta nhan duge (2.1.7).

Luat yéu s6 16n Kolmogorov-Feller (xem [17, tr. 279]) da duge tiép
tuc nghién cttu bdi A. Gut trong [16] cho day céc bién ngdu nhien doc
lap, cing phan phoi, nhan gia tri thuc, va béi A. Rosalsky va Lé Van
Thanh trong [52] cho méng céc bién ngau nhien doc 1ap, nhan gia tri
trong khong gian Banach Rademacher loai p. Trong phan tiép theo,
luat yéu s6 16n Kolmogorov-Feller sé dudc thiét 1ap cho mang phu hop,
trong d6 gia thiét cing phan phdi duge thay thé béi mot gia thiét yéu
hon, d6 1a gid thiét bi troi ngdu nhién. Nhung trudc hét, ching ta can
bo dé sau day:

2.1.8 B6 dé. Néu p la mot sé thuc (1 <p<2)wvak la mot s6 nguyén
duong thi

k
OB <EY L e (0p),

k p/r—1 _ (; 1 p/r—1
(i) Y2 < r(k p(jor )it

’i:’io

) iO € N7 re (p/27p)

Chitmg minh. (i) Vi r € (0,p) nen ham y = 2?/7~1 ddng bién tren tap
(0, 00). Do d6, véi moi i = 1,2, ..., k, ta co
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Diéu nay kéo theo
k

k ; k
IAED B BT AL

i=1 i=1 /=1 0 P

(ii) Trong trudng hop nay, y = 2?/7~2 1a ham nghich bién tren tap
(0,00). Khi d6, véi moi i = 1,2, ..., k,

Do vay

zp/r 2 ¢ Z / 2o = L (W1 — (i 1P,

1=1 1=1g

Bé dé dugc ching minh. [
2.1.9 Dinh 1y. Gid sitp la mot 56 thuc (1< p <2), a= (o, ..., aq) € RY
théa man amin > 1/p, {Xn, Fa,n € N} 16 mot mdng phii hop nhan gid
tri trong khong gian Banach p-khd tron E théa man {Xy,n € N9} b
troi ngau nhién bdi bién ngau nhien X va E(Xnla|Gn-1) la Fo/B(E) do
dugc vdi moi A € o(Xpn) va moi n € N, Pat Yok = Xi LX< In(@)))-

lim AP(]| X > A%=) =0 (2.1.9)
thi A—00
1 P .
] > (Xk— E(ViklGi-1)) = 0 Ehi |n| o0 (2.1.10)

1<k=n
Ching minh. Ching ta can chi ra hai diéu kién (2.1.2) va (2.1.3) trong
Dinh 1y 2.1.1 dugc théa man véi an = by = |n(a).

Tu (2.1.9) ta suy ra

> PIX > (@) <€ ) P(IX] > n(«)])

1<k=n 1=<k=n

= C|n|P(||X]| > [n(a)])
< Cn| P(||X]| > [n|*) — 0 khi |n|— oo,
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do d6 (2.1.2) dung.
Tiép theo, ta sé ching minh
1
()P

> ElYak — E(VaklGk—1)lIP = 0 khi |n| — oo,

1<k=<n

Stt dung (2.1.9) va bat dang thitc Jensen ta c6

1
()P > ElYax — E(Yak|Gi1)IIP
1<k=n
1
g‘n(a)‘? Z E(HYDkH + |‘E(Ynk|gk—1)”)p
1=<k=n
1
< 2 BVl + E(Yal |Gic))"
1=<k=n
op—1
Sty 2 (EMadl” + EEY"Gi-1))
1=<k=n
op
:\n(a)\P Z E[[ Yo"
1<k=<n
2P .
= 2 B <o)
1=<k=n
2
(el 2 B(IXll Hjajeun <t <o)
1<k=n
2P )
~map 2= BUXK T aenn)
1<k=<n
20 p Ol
 atagp 2 m@P Bl < Xl < In(@)
1=<k=n
2P |
<intayp 2 BRI Iyxgcinteam) +2C 3 P(IX] > |nf*)
1=k=n 1=<k=n
2P N
:hﬂaﬂp E: E(WXHWImXﬂgmpmg)+2W?hﬂP(WXH>‘n‘mq
1<k=<n

2P .
< > E(IXullP Ix, <o) +o0(1) (khi [n] — oo).
1<k=<n
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Do vay, ta chi can ching minh

1 .
In(a)l? Z E(HXka I(||Xk\|<\n|amm)) — 0 khi |n|] — co.
1<k=<n

Tit Bo dé 2.1.8(i) ta suy ra

1
‘n(a)‘l’ Z E(HXkaI(HXkug‘n‘o‘mm))
1=k=n
1 n|
_ ) - |
_‘n(a)‘p Z EE(HXkH ]((2_1) mm<HXkH<z“min))
1=<k=n i=1
1 n|
S o) Do D P P((i - 1) < [ Xie]| < i)
1<k=n i=1

< a2 2o (5 B -1 < ) < i)

1<k=n =1 j=1

n| n|
o
< Wlén;j]gamm_lp(”){ku > (j — 1)amin)
- o w.mw_l o

0

C'n Do — . o
= > P R > - 1))
j=1

0|

c o -
< et LT B(IX] > (- 1))
j=1

Trong truong hop amin > 2/p, ta duge jP%min=2 L |n|P%in=2 v6i moi
j=1,2,....|n|. Hon nita, tir (2.1.9) ta nhan dugc

lim jP([[X] > (j —1)"™) = 0.
j—00
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Nhitng diéu ndy cing véi dinh 1y Stolz ddm béo rang

1
'S > E(Xull Ixi<ingonn))

1<k=<n
1 n|
Z]P|\Xy|>(j—1)“mm)—>o khi |n| — oo.
] 1

Bay gio ching ta sé xét tiép truong hop 1/p < amin < 2/p. Vi
lim jP(||X]| > (j —1)"") =0
j—00
nén véi moi € > 0, ton tai jp € N thoa man
FP(IX) > (G = 1D)™) <e, j = Jo.

Khi d6 theo Bo dé 2.1.8(ii),

|

|n|pamm [P T Zﬂpa‘“ Ixh > (G = 1))

|n|wmm—1 Zap%m (1)) > (j — 1)%)

n|
T 2 7 B > (= 1)
Jj=Jjo+1
C n|
pamln
< |n|p04min ‘n‘pamm 1 Zj
J=Jo
€ 1 1 . -1
<o)+ e T g (P = Go = P
min
g . . .
< 0(1) + m (V61 mol |n| > ]0)
min

Diéu nay kéo theo
n]

|n|p04mm—1 ijamm (X0 > (G =1)%*") =0 khi |n|— oo.

Vi vay, dmh Iy duge chiing minh.
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Vi du sau day minh hoa cho Dinh 1y 2.1.9. N6 sé chi ra rang diéu
kien oy > 1/p khong thé thay thé bai dicu kien o, > 1/p. Vi du nay
duge 1ay y tudng tit Vi du 5.1 trong [52].

2.1.10 Vi du. Ta dé cap dén khong gian ¢ gom cac day s6 thuc kha
tong = {z,j = 1} véi |jz|| = Zjil |zj|. Theo Nhan xét 1.1.8(iii) thi
¢1 1a khong gian 1-kha tron. V6i méi 5 > 1, phan t thuoc 1 ¢6 vi tri thi
4 nhan gia tri bang 1 v nhitng vi tri con lai déu nhan gia tri bang 0 dugc
k¢ hieu 1a 1), Gia stt ¢ : N — N 1a mot song anh va {X,,n € N9} 1

mot mang cac bién ngau nhién doc 1ap thoa man
1
P(Xy = (w(n))) =P(Xy = _33(90(11))) =5, ne N¢.

Khi d6 {Xu,n € N9} la mot mang cac bién ngdu nhien doc lap va
c6 ky vong bang 0. Hon nita, {Xn,.?':n = o0{Xx,1 <k X n}n € Nd}
la mot mang phu hgp, nhan gia tri trong khong gian Banach 1-kha tron
(1 théa man E(Xpl4|Gn-1) l& Fyn-do dugc véi moi A € o(Xy) va moi
n € N%,

Nhan thay { Xy, n € N?} bi troi ngdu nhieén béi X7 va gia thiét (2.1.9)
duge théa man véi o = 1. Tuy nhién, véi moi n € N,

1

In(a)| H Z (Xk —E(Ynk|gk—1))H = HH Z XkH =1.

1<k=n 1<k=<n

Vi vay, két luan (2.1.10) ctia Dinh 1y 2.1.9 khong ding.

Heé qua sau day thiét 1ap luat yéu s6 16n Kolmogorov-Feller cho mang
cac bién ngau nhien doc lap.
2.1.11 Hé qua. Gid st p la mot s6 thuc (1<p<2),a= (o, ...,aq) € R?
thoa man oy > 1/p, {Xn,n € Nd} la mot mdng cdc bién ngau nhién
doc lap, nhan gia tri trong mot khong gian Banach p-kha tron va bi

tTOi ngcfu nhién boi bzén ngéu nhién X. Ddt Ynk = Xk [(\|Xk||<|n(oz)|)'
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Khi dé (2.1.9) kéo theo

P .
Xk —EY,) =0 khi |n| — oo.
|H(O{)| Z ( k nk) ‘ ‘
1<k=n
2.1.12 Hé qua. Gid st r la mot s6 thuc (r > 1/2), {Xn,n € N} la
mot mdng cdc bién ngau nhién doc lap, cung phan phoi va nhan gid tri

thue. Néu
lim AP(| Xy > A") =0
A—00

thi

1 P :
|n|74< Z Xy — |Il| E(Xl I(|Xl|<‘n|r))) — 0 kh \n\ — OQ.

1<k=n

Trong trudng hop d = 1 va r = 1, Hé qua 2.1.12 kéo theo luat yéu s6

16n Kolmogorov-Feller.

2.2. Luat yéu sb 16n déi véi mang phit hop theo hang

Hai khai niém mang phu hgp theo hang va mang hiéu martingale theo
hang da duge gidi thigu bdi Nguyén Van Quéng va Nguyén Ngoc Huy
trong [47]. Trong muc nay, ching tdi tiép tuc nghién citu tiéu chuan hoi
tu suy bién va luat yéu s6 1én Kolmogorov-Feller déi v6i mang phit hop
theo hang, nhan gia tri trong khong gian Banach p-kha tron.

Tren N2, ta xét quan he thit ty tir dién: (4, 7) < (k,1) néu i < k, hoac
t =k va 7 <. Quan hé thit ty nay dugc sit dung trong hai dinh nghia

sau day:

2.2.1 Dinh nghia. Gia st {F,n,m = 1,n > 1} 14 mot méng cac o-dai
s0 con cua F thoa man Fj; C Fyy voi moi (i, 5) < (k, 1), {Xmn,m =1,
n > 1} 1a mot méang cdc bién ngau nhién nhan gia tri trong khong gian
Banach E va X, 1a Fp/B(E) do duge v6i moi m > 1,n > 1. Khi d6
{Xmn, Frn, m = 1,n > 1} duge goi 1a mot mdng phu hop theo hang.
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2.2.2 Chu y. Trong muc nay, ta quy udc

00
Filo= {@,Q}, Fio= \/ Fi1j néu i > 1.
j=1
2.2.3 Dinh nghia. Mang phu hgp theo hang { X, Frn, m=>1,n>1}
ducc goi 1a mot mdng hiéu martingale theo hang néu né lap thanh hieu
martingale trén moi hang, nghia la, v6i moéi m > 1,

E(Xmn|Fmn-1)=0 h.cc, n>1.

Bo dé sau day thiét lap mot bat ding thiic moment déi v6i mang hieu
martingale theo hang, nhan gia tri trong khong gian Banach p-kha tron.
2.2.4 Bo dé. Néu E la mot khong gian Banach p-khd tron (1< p< 2)
thi ton tei hang so duong C = C
martingale theo hang { Xmn, Fmn, m=1,n>1} nhan gid tri trong E,

m n p m n
EH SN x|l <N Elx, m=1nz1 (224)

i=1 j=1 i—1 j—1

sao cho vdi moi mdng hiéu

Chiing minh. V6i méi m > 1 va n > 1, ta lien két m hang clia mang
{Xij, Fij,1<i<m,1<j<n} dé thu dugc day {X(,F;, 1<j<mn}
bang cach dit

X1 = X1, X5 = Xi9,.., X}, = X1y,

.............. Xl e = Xy oo
Xé'm—l)n—l—l = X1, -+ Xy = Xonm,
va
F1=Fu, Fo = Fi12, o Fp = Fin,
.............. ,.F(’i D = Figs eeveeeenns
Flo st = Farts oos Fonn = Fuun
Khi doé

) Xw—Z 35Xyl = an’np (2.2.2)

1=1 j=1 =1 j=1
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Hon nita, vi {Xmn, Fon,m = 1,n > 1} la mot mang hiéu martingale

theo hang nén véi moi (i, 5) < (k, 1),
E(XplFij) = E(E(XjlFra-1)|Fi;) =E(01F;) = 0.

Dicu nay dém béo rang {X7, 77,1 < j < mn} la mot hieu martingale.
Tir (2.2.2) va B3 dé 1.1.10 ta nhan duoe (2.2.1). O

Dinh 1y sau day mé rong tieéu chuan hoi tu suy bién déi véi mang phu
hop theo hang. Chi ¥ rang, trong két qua nay, dieu kién do dugce tuong
tu nhu trong Dinh 1y 2.1.1 14 khong can thiét.

2.2.5 Dinh 1y. Gid st {amp,m = 1,n = 1} va {bpn,m = 1,n > 1} la
hai mdng cdc so thiuc duong, {Xmn, Fmn,m = 1,n > 1} la mot mdng
pht hop theo hang va nhan gida tri trong mot khong gian Banach p-kha
tron (1 < p <2). Dat Yo = Xij L1 x, 1 <amn) - B do

XUmn )

3

1 — P :
b_ Z Z (Xz'j — ]E(Ymmj’,/ri’j_l)) — 0 khi mn — o0 (2.2.3)
1=1 j=1

néu hai dieu kién sau day duoc théa man:

ZZP | Xl > amn) = 0 khi mn — oo, (2.2.4)
=1 ] 1

ZZEHYmm] mm’j‘fi,j_l)up—)O khi mn— oo. (2.2.5)
"i=1 7=1

Chiing minh. V6i moi € > 0, ta ¢6

P<L in: Zn: (Xij — EVnij| Fij—1)) H > 5)

bmn . .
1=1 ]—1
1
<P (5] 3 30~ Y| > 12
i=1 j=

+ P(i zm: En: (Younis — EQnil Fi1) | > €/2). (226

i=1 j=1
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T (2.2.4) ta thu duge

1
P 305 — Vo) > 212)
mnt 1
J=
1
-P(— ZZXU H1% 50| > £/2)
=1 =1
J=
<P( U (1%l > @)
1<i<m
I<jsn
m n
< Y > P(IXij]l > amn) =0 khi mn — . (2.2.7)
i=1 j=1

Nhéan théy {Ymm'j — E(Ymmj‘./—"z j—l) ./TZ'], 1= 1,9 2 1} la mot mang
phut hgp theo hang. Hon nita, véi moi¢ > 1 va j > 1,
E(Yonij — E(Ymnij|Fij—1)|Fij-1) =

Do dé6 {Ymm'j — E(Ymnij‘fijj_l),ﬂj,i = 1,9 = 1} la mot mé’mg hiéu
martingale theo hang. St dung bat dang thic Markov, Bo dé 2.2.4 va
dieu kién (2.2.5), ta c¢6

P(Hﬁ Em: i (Younij — E(YonijlFij-1)) H > 8/2)

p
< EH b Z Z mnij — mnij‘Fi,j—l)) ‘
i—1 j 1
p
- m op EH ZZ mnij — mnijlfi,j—l))‘
" =1 j=1
C2v ) .
< ZZ]EHYmm] (Youni | Fij—1)IP—0 khi mn— o0o. (2.2.8)
bnne? i=1j=1
Két hop (2.2.6), (2.2.7) va (2.2.8) ta nhan duge (2.2.3). ]

Heé qua sau day dugc suy ra truc tiép tit Dinh 1y 2.2.5 va dua ra tiéu
chuan hoi tu suy bién déi v6i mang phit hop theo hang.
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2.2.6 Hé qua. Gid st {amp,m = 1,n = 1} va {bpn,m = 1,n > 1} la
hai mdng cdc so thiuc duong, {Xmn, Fmn,m = 1,n > 1} la mot mdng
phu hop theo hang va nhdan gid tri trong mot khong gian Banach p-kha
tron (1 < p < 2). Dat Yimi; = Xij 11X, <amn) - Khi do

1 m n
b—ZZXZ-j ﬂO khi mn — oo
M1 =1

3

Z E(Ymmﬂfi,j_l) ﬂ 0 khi mn — o0

1
b
M1 =1

va hai dieu kién (2.2.4), (2.2.5) dugc théa man.

R6 rang, néu X, — X khi mn — oo thi X1, — X khi n — co.
Do vay, tit Hé qua 2.2.6 ta thu dugc Dinh 1y 2.1 trong [48].

Dinh 1y sau day thiét lap luat yéu s6 16n Kolmogorov-Feller déi véi
méang phit hop theo hang. Truong hop r = s v E = R, két qua nay kéo
theo Dinh 1y 3.4 trong [47]. Phan ching minh ctia Dinh 1y 2.2.7 14 hoan
toan tuong tu nhu doéi véi Dinh 1y 2.1.9 nén né sé khong dugc dé cap.

2.2.7 Dinh 1y. Gid st p, r, s la cdc so thuc duong théa man 1 < p < 2
var < s < p, {Xmn, Frn,m = 1,n = 1} la mot mang phu hop theo
hang, nhan gia tri trong mot khong gian Banach p-kha tron va thoa man
dieu kien { Xpn, m = 1,n > 1} bi troi ngau nhién bdi bién ngau nhién X .

Dat Ymnij = Xij I(HXZ_ngml/rnl/s). Néu
lim AP(|X] > AY#$) =0
A—00

thi

m n

! P .
WZ > (Xij = EVounis| Fij1)) = 0 khi mn — oo,
i=1 j=1
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2.3. Két luan cia Chuong 2

Trong chuong nay, luan an da gidi quyét duge nhitng van dé sau:

- M6 rong tieu chuan hoi tu suy bién doi véi mang phit hop va mang
phtt hgp theo hang;

- Thiét lap luat yéu sb 16n Kolmogorov-Feller déi véi mang phut hop
va mang phu hgp theo hang;

- Dua ra cac vi du lam sang t6 hon cho cac két qua chinh va nhiing

van deé lien quan.
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CHUONG 3

LUAT MANH SO LON
pOI VOI MANG CAC BIEN NGAU NHIEN

Trong chuong nay, ching toi thiét lap mot s6 luat manh s 16n déi
v6i mang cac bién ngau nhién cho hai truong hop n — oo va |n| — oo.
Céc két qua chinh ctia chuong duge viét dua trén cac bai bao [28], [29],
[44] va [46].

3.1. Cac khai niém va két qua bd trg

Muc nay trinh bay phan kién thitc chuan bi bao gdm mot s6 ky hieu
va khéi niém cting v6i bon bo dé bo trg lien quan dén noi dung ciia hai
muc tiép theo.

Gid st {w1(j),J = 1}, {wa(j),j = 1}, {wa(j), s = 1} 1a nhimg day
tang ngit cac sd nguyen duong théa man w;(1) =1 véimoii = 1,2, ..., d.

V6i moéi m € Ng v mdi n € N?, ching ta st dung cac ky hiéu sau:

wn = (w1(n1), wa(na), ..., wa(ng)),

Ap=1{k:wpn <=k <wnt+1},
A — . 2m <k < amHly
AP = Apn A,

Anlzz{k:‘Agn)7é@L

p(n) =Y card(Ay) I am)(n),
keNd
Y(n) = max p(k),

1<k=n
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trong truong hop n € Ay, ta ky hiéu

ra™ (i) = min {r:r € [wiln),wi(n; + 1)) N[27, 2™ (1< i < d),
0™ = (™ (1), (2), ™ ().

D& thay ring néu w(n) = 2*~ 1 véi moi n € N thi A, = A=Y do
d6 p(n) = 1(n) = 1 véi moi n € N¢

Trong phan tiép theo, chiing ta sé dé cap dén khai niém mang hieu
martingale theo khoi. Dé thuan lgi cho viéc dua ra khai niém nay, ching
ta can trinh bay dinh nghia mang hiéu martingale cho trudng hop tap
chi s6 duge thu hep theo khéi. Chi ¥ rang khai niém co sé ngau nhién
va khai niéem mang phu hgp duge sit dung sau day chi 1a sy thu hep chi
s6 tir cac khai niem tuong ting da duge dé cap trong Muc 1.2.

Gia st {Fn,n € N n < m} 14 mot co sé ngau nhién (quy udce
Fu={0,9} néu n| =0). V6 i méi n: 0 <n <m — 1, dit

me Ms ma
Fa = \V Frnlols..ly = 0( Ju-Uy fnlzgzg...zd),

‘Fiyl - v v El...lj_lnjlj+1...ld néu 1 < ] < d7
1<l;<m; (1<i<j—1)  1<l;<my; (J+1<i<d)
d
Fn = v ﬂllg...ld,lnda

trong truong hop d = 1, dat f% = Fn.

3.1.1 Dinh nghia. Mang phit hop {Xn, Fa,n € Nén < m} dugc
goi 1a mot mdng hiéu martingale néu E(Xn|.7:fl_1) = 0 h.c.c. v6i moi

1<n<mvamoii:=12,..,d.

3.1.2 Nhan xét.
(i) Néu {Xpn, Fn,n € Nd} 13 mot méang hiéu martingale thi véi moi
k,1c€ N? (k <1), {Xpn, Fn, k < n <1} la mot mang hiéu martingale.
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(i) Néu {Xn, Fn, 1 < n < m} la mot mang hieu martingale thi véi
moi 1 <k <1 =<m, {Xy, Fn,k < n =<1} [ mot mang hiéu martingale.

(iii) Néu {Xpn, Fu,n € N9 n < m} 13 mot mang hiéu martingale thi
{X! F!' n e N’} la mot mang hieu martingale, trong d6

P Xu n(feuljnjm,
n 0 neu nguge lai

o Fn néul<n-<m,
" lo{Fk: 1 2k =<m, k <n} néungugc lai

v6i moi n € N¢,

3.1.3 Dinh nghia. Gia st {X,,n € N9} la mot mang cac bién ngiu
nhien v {Fp,n € N} 1a mot mang céc o-dai s6 con citia F. Khi dé
méang { Xy, Fp, N € Nd} dudce goi 1a mot mdng hiéu martingale theo khoi
ddi véi cac khéi {Ay, k € N9} néu { Xy, Fp,n € Ag} 1a mot mang hieu

martingale véi moi k € N¢.

3.1.4 Dinh nghia. Mang cac bién ngiu nhien {X,, n € N} duge goi
la mot mdng doc lap theo khoi ddi véi cac khéi {Ag,k € N7} néu

{Xn,n € Ay} 1a mot mang cac bién ngdu nhien doc lap véi moi k € N9,

3.1.5 Nhan xét. Tap tat ca cac mang hiéu martingale theo khéi rong
hon tap tat ca cac mang cac bién ngau nhién doc lap theo khdi va cé ky

vong bang 0.

Khai niem diy va mang cac bién ngau nhién p-truc giao da lan lugt
duge giéi thieu béi J. O. Howell va R. L. Taylor trong [27], F. Moéricz,
K. L. Su va R. L. Taylor trong [39]. Dinh nghia sau day 14 dang nhiéu
chiéu ctia Dinh nghia 2.1 trong [39].

3.1.6 Dinh nghia. Mang cac bién ngiu nhien {X,,n € N n < m}
duge goi 1a mot mdng p-tric giao (1 < p < oo) néu E|| Xyu|]P < oo véi
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moi n < m va
p

EH Z a7T1(n1)7T2(n2)---7Td(nd) X7r1(n1)772(n2)...7rd(nd)
1<n=<k

p

< EH Z Ary(ny)my(ng)...ma(ng) Xﬂ'l(nl)ﬂ'g(ng)...ﬂ'd(nd)

1<n<l

voi moi k, 1 (1 <k 1= m), moi mang céc s6 thuc {an,1 < n < m}
va moi phép hoan vi 7, m9,..., g tuong Gng trén cac tap s6 nguyén
(1.2, ol {12 Do}y {12, L},

3.1.7 Nhan xét.

(i) Trong truong hop {Xyn,n < m} 1a mot mang cac bién ngau nhién
nhan gia tri thyc, néu {Xy,n < m} la mot mang tryc giao (xem [37,
tr. 256]) thi né la mot mang 2-truc giao.

(i) Néu {Xp,n < m} la mot mang cic bién ngdu nhién p-tryc giao
(1 < p < oo)thi {Xp,k <X n <1} 1a mét mang p-truc giao v6i moi
1<k=<1<m.

3.1.8 Dinh nghia. Mang cic bién ngdu nhien {X,,n € N7} duge
goi 1a mot mdng p-triuc giao theo khoi (1 < p < oo) dbi véi cac khoi
{A,k € N9 néu {Xp,n € Ay} la mot mang p-tryc giao véi moi
k € N%,

Bo dé sau day da duge ching minh béi F. Méricz, K. L. Su va
R. L. Taylor cho trudng hop d = 2 (xem [39, B dé 3.2]). Trong truong
hop d > 2, n6 ciing duge chitng minh tuong tu.

3.1.9 B6 dé. Néu {Xyu,n € N n < m} la mot mdng cic bién ngiu
nhién p-truc giao, nhan gid tri trong mot khong gian Banach Rademacher
logi p (1 < p < 2) thi ton tai mot hang so duong C (khong phu thuoc

vao m) sao cho

d
p
XH) <O+l )P K| X]?.
(&%&XmH 1 Z[If +logymi) Y E| X

1<k=<m
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3.1.10 B6 dé. Gid s ®1(.), ®2(.),..., ®4(.) la nhitng ham nhan gid tri
duong, khong giam va khong bi chan trén tap (0,00), {xn,n € Ng} la

mot mang cdc so thuc thoa man

lim 2z, =0. (3.1.1)
|n|—o00
Néu
d
sup ((H 2”1) Z (HCI) 2]€+1 )) 00
neNg \ * 55 0<k=<n i—1
thi

d
B Z (H‘Dz’@ki“))%k — 0 khi |n| — oco. (3.1.2)

0<k=<n =1

( ﬁ ®i(2ni))
i=1

Ching mainh. Dat
1 d
— sup <<H ;(2™) ) 3 (Hcpi@’fi“))). (3.1.3)
neNg \ °; 0<k=n =1
Khi d6 dieu kién (3.1.1) ddm bdo rang v6i moi € > 0, ton tai s6 nguyén

duong ng sao cho véi moi n € N? ma |n| > ng thi

(3.1.4)

| o

2| < BYeh
Mat khéc, vi ®1(.), P2(.),..., P4(.) la nhiing ham nhan gia tri duong,

khong giam va khong bi chin trén tap (0,00) nén

d

[[2i2") = 00 khi |n| - .

1=1
Do d6, ton tai mot sd nguyen duong mg > ng sao cho véi moi n € N?
ma [n| > myg thi

(I
1=1

-1

) <ﬁ®i<2ki+l))$k‘<€/2- (3.1.5)

k|<ng, 0<k=n =1
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Tir (3.1.3), (3.1.4) va (3.1.5), v6i moi n € N¢ (|n| > my), ta c6

‘(f{q)i@"i))l Z (ﬁ¢i(2ki+l))xk‘

0<k=n =1

d d
-1 i
<|[(TT#v) > (TT@@")m
i=1 k|<no, 0<k=n i=1
d

(Tee)” $ (o)
1=1

|k|>ng, 0<k=<n =1

£ £
<Sio0l—¢
S 3 + CQC €
Vi vay, ta nhan dugc két luan (3.1.2). O

Bo dé tiép theo dudc lay ¥ tudng tit Bo dé 2.6 clia I. Fazekas va
T. Toméacs [12]. Bo dé nay 1a mot dang nhiéu chiéu ctia bo dé Kronecker.
3.1.11 B6 dé. Gid st {wy,n € Nd} la mot mdng cdc so thuc khong am

va {bp,n € N} 1o mot mdng khong gidm cic s6 thuc duong théa man
by — 00 khi n — co. Néu

an<oo

neNd

thi
1 :
o Z bxrk — 0 khi n — oo. (3.1.6)
™ 1<k=n

Chitng minh. Vi moi € > 0, ton tai ng € N¢ sao cho

Y- Y mee

kENd 1jkjn0
Do do6, v6i moi n > nyg,

0<%< Z bk — Z bk$k><< Z Tk — Z xk)é&

1=<k=<n 1<k=n, 1<k=n 1<k=n,
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diéu nay kéo theo

( Y - Y bkxk) 0 khi n— oo. (3.1.7)

1<k=n 1<k=<n,

Mat khac, vi b, — oo khi n — oo nén

Z berk — 0 khi n — oco. (3.1.8)
1%1{%1’10
Két hop (3.1.7) va (3.1.8) ta nhan dugc (3.1.6). [

3.1.12 B6 dé. Gid st {Xpn,n € N} 1o mot mdng cic bién ngau nhién

nhan gia tri thuc thoa man
lim P(sup | Xk| > ) =0 (3.1.9)
n—oo k>-n

vot moi e > 0. Khi do X, — 0 h.c.c. khi n — oo.

Chitng minh. V6i moi n € N va mdi 4, j > 1, dat

AY = | (1xl = =), BY =4V

J JoJseesd”

Khi d6

va diéu nay kéo theo

P () 4) ~2(#) - 7l

neN? jeEN

o~

V6i méi i > 1, méng {P(AY),n € N} va day {P(B\"),j > 1} khong
tang va bi chan dudi bdi 0 nén

lim P(AY) = lim P(BY) IP( M AY ) (3.1.10)

n—00 j—00 J
neN?
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T (3.1.9) va (3.1.10) ta nhan dugc

P(N U= 5) = (U (> 5)

neN? kxn k-n
1
< lim P(sup | Xk| > —_) = 0.

a=U N U =5).

121 neNd k=n

Khi d6 P(A) =0 va néu w ¢ A thi

veN U N 0xd <),

121 neN¢ k>n

nghia 13 véi moi ¢ > 1, ton tai 1 € N? sao cho | Xy (w)| < 1/i v6i moi
k = 1. Diéu nay kéo theo Xj — 0 h.c.c. khi k — oo. [

3.2. Luat manh s6 16n d6i v6i mang cac bién ngiu nhién cho
truong hop n — oo

Muc nay duge danh dé thiét lap luat manh s6 16n téng quat déi véi
mang cac bién ngau nhién theo gidi han n — oo cho ca hai truong hop:
c6 va khong c6 diéu kién hinh hoc ctia khong gian Banach. Phuong phap
chiing minh céc két qua nay chi yéu dua vao bat dang thic cuc dai dang
bat dang thic Hajek-Rényi dugc trinh bay trong Dinh 1y 1.3.3 va mot
dang nhiéu chiéu ctia bo dé Kronecker dugc trinh bay trong Bo deé 3.1.11.

[. Fazekas va O. Klesov trong [11] da chiing minh mot bat dang thiic
cuc dai dang bat ding thic Hajek-Rényi va dua ra diéu kien dé mot
day cac bién ngdu nhién tuan theo luat manh s6 16n tong quat. Sau do,
O. Klesov, 1. Fazekas, C. Noszéaly va T. Tomécs trong [30] d& md rong
két qua nay cho trusng hgp nhiéu chieu. Ho da dua ra diéu kién dé mot
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mang cic bién ngau nhién nhan gia tri thyc tuan theo luat manh sé 16n
—Z Xk — 0 h.c.c. khi n — oo, (3.2.1)
% 1<k=n
trong d6 {bn,n € N9} 13 mot mang c6 dang tich clia d day cac sé thuc
dufdng, khong giam va khong bi chan, nghia la b, = Hgl 1 bq(f ), trong do
{b i)z 1} 1a mot day cac s6 thuc duong, khong giam va khong bi chan
v6i méi i = 1,2, ..., d. Két qua ctia ho dude phat biéu nhu sau:

3.2.1 Dinh ly. ([30], Dinh ly 3.2) Gid st p la mét s6 thuc duong,
{an,n € N} 1o mot mdng cdc s6 thuc khong am, {by,n € N} la mot
mang cé dang tich ciua d day cdc so thuc duong, khong gidm va khong bi
chan, {Xn,n € Nd} la mot mdng cdc bién ngau nhién nhan gid tri thuc

thda man

2{: )ﬁl) < }E: Ak, n65f§¢

1<k=n

( max
1<k=<n

Khi dé diéu kién
j : Gn

neNd

kéo theo luat manh so lon (3.2.1).

Nhan xét sau day lien quan dén diéu kien ctia day {by, n € N} duge
st dung trong Dinh 1y 3.2.1.
3.2.2 Nhan xét. Gia sit {bn,n € N?} 1a mot mang c6 dang tich cta d
day cac s6 thuc duong, khong giam va khong bi chian. Khi do6 ton tai
d déy cac sb thuc du’dng, khong gidm va khong bi chin {b§1), j = 1},
{b‘7 j =1} {bj ,j = 1} sao cho

b = 062 b\ ne N (3.2.3)

Chit ¥ réng by = D1 <, Dby, do d6

Dby = (6 — 8D @ @ )@ b D ) neNd  (3.24)

1 ny na ng
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Nhiing diéu nay dam bao ring {by,n € N?} la mot mang céac sb thuc
duong, c6 sai phan khong am va b, — oo khi n — oo.

Nhu vay, néu {by,n € N} la mot mang c6 dang tich cta d day céc
s6 thuc duong, khong gidm va khong bi chan thi né 1a mot mang cic sb
thuc duong, c6 sai phan khong am va b, — oo khi n — oco. Tuy nhién,
diéu nguoc lai khong dung khi d > 1. Vi du sau sé cho ta thay diéu nay.

3.2.3 Vi du. Gi sit d 1a mot s6 nguyen duong (d > 1). V6i mdi n € N¢,
dat by = |n| + min{ny, na,...,ng}. Khi d6

~[2 néu np=ng=..=ny,
Abn = {1 néu nguoc lai. (3.2.5)

Diéu d6 c6 nghia ring {by, n € N} 1a mot mang céc sé thuc duong, cé
sai phan khong am va b, — oo khi n — oo.

Bay gid ta sé chi ra {by,n € N9} khong phai la mot mang c6 dang
tich ctia d day cac so6 thyc. That vay, gid sit ton tai d day cac sd thuc
Mg =1y 07,5 = 13, (175 > 1) thoa man (3.2.3). Khi d6
(3.2.4) ding, do d6 v6i moi n € N,

Abn Abn—i—l - Abnlng...nd_l,nd—l—l Abn1+1,n2+1,...,nd_1+1,nd- (326)

Tuy nhién, néu chon n = 1 thi

Abn Abn—i—l =4 7é Abnlnz...nd,l,nd—l—l Abn1—|—1,ng—{—1,...,1”Ld,1—|—1,nd - 17

hay (3.2.6) mau thudn véi (3.2.5). Do vay {bn,n € N} khong phai la

mot mang cé dang tich ctia d diy cac so thuec.

Trong dinh 1y sau day, ching ta tiép tuc gidi quyét bai todn tim
dieu kien dé mot mang cac bién ngdu nhién tuan theo luat manh sé 1én
(3.2.1), trong d6 {by,n € N} la mot mang cac sé thuc duong, ¢6 sai
phan khong am va b, — oo khi n — oo. Cha ¥ rang, trong dinh 1y nay
khong c6 cac gia thiét vé cau tric ciia mang cac bién ngau nhién va tinh

chat hinh hoc ctia khong gian Banach.
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3.2.4 Dinh 1y. Gid st p la mot s6 thuc duong, {ay,n € N} la mot
mdng cac so thuc khong am, {by,n € Nd} la mot mdng cdac s6 thuc
duong, cé sai phan khong am va by — oo khin — oo, {Xp,n € N7}
la mot mdng cdc bién ngau nhién nhan gid tri trong mot khong gian
Banach thuc va khd ly sao cho ton tai hing s6 C > 0 dé vdi moi m < n
(m,n € N9) th

E( max Py )< 2 O e rERCE XS

Khi dé diéu kién (3.2.2) kéo theo ludt manh s6 lon (3.2.1).

Chitng minh. Tt (3.2.7) va Dinh 1y 1.3.3, v6i moi € > 0 va moi m < n,

max — X H P> 5) < max H)
<m-<k-<n kH I = eP  \ 1Xk=n Z bt

<€p - 2
< 1 lk=n (bk + bm)

Khi d6, cho n — oo, ta co

P(geal X 329 <53 iy

k>m k kE

Q(me+<ZM‘me>)
S(ZE(Zi- 2 B) 529

1<k<m ™ keNd 1<k<m

Mit khéc, tit (3.2.2) va B6 dé 3.1.11 ta suy ra

, 1
I&gnoo (?;n Z ak> =0, (3.2.9)
1<k=<m
va cling tr (3.2.2),
. ax ak\
i ( > - ?) —0. (3.2.10)
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Két hop (3.2.8), (3.2.9) va (3.2.10) ta nhan dugc

1
lim IP( Sup —H ) XIH > 5) —0.
m=20 Momm Ok 1<1<k

Vi vay, két luan (3.2.1) duge suy ra tit Bo dé 3.1.12. ]

Vi du sau day lien quan dén Dinh 1y 3.2.1 va Dinh 1y 3.2.4. N6 sé
dua ra mot truong hgp ma luat manh s6 16n (3.2.1) duge suy ra tu
Dinh 1y 3.2.4 va khong thé suy ra tit Dinh 1y 3.2.1.

3.2.5 Vi du. Gia st d 1a mot s6 nguyen duong (d > 1), {by,n € N?} 1a
mot mang cac so6 thuc duong va duge xac dinh nhu trong Vi du 3.2.3,
{Xn,n € Nd} 14 mot mang cidc bién ngau nhién doc lap, nhan gia tri
thiic va ¢6 phan phoi xac suat

P(Xp = —[n['/4) = P(Xp = [n[1/1) = % ne N
Khi d6 {Xpn,n € Nd} la mot mang cac bién ngau nhien doc lap, c6 ky
vong bang 0 va nhan gia tri trong khong gian Banach 2-kha tron R.

Vi {by,n € N9} khong phai 1a mot mang c¢6 dang tich ctia d day
khong gidm céac s6 thuc duong nén ta khong thé st dung Dinh 1y 3.2.1
dé thu dugc luat manh s6 16n (3.2.1). Tuy nhién, theo Vi du 1.2.4 thi
{Xn/rn, Fa = 0(Xy,1 <k < n),n € N} 14 mot mang hiéu martingale
v6i moi mang cac sb thuc duong {ry,n € N?}. Do dé

E( max | X )2 <C ) ELXf n € N (theo Dinh 1y 1.3.4)
1<k=<n i = rg LY R
1<1=<k 1<k=n

hay diéu kien (3.2.7) dugc théa man véi p = 2 v an = E|X,|? (n € N9).
Hon nita

E|Xn|* n|
Z m S Z n[? < 0,
n

ncNd n

nén (3.2.2) duang. T Dinh 1y 3.2.4 ta nhan dugc luat manh s6 16n (3.2.1).
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Cac két qud tiép theo 1& nhiing truong hop riéng ctia Dinh 1y 3.2.4
khi ta bd sung cac gia thiét vé cau tric ctia mang cac bién ngau nhien
va tinh chat hinh hoc ctia khong gian Banach. Dinh 1y sau day dua ra
mot dic trung ctia khong gian Banach p-kha tron dudi dang luat manh

s6 16n tong quat doéi véi mang hiéu martingale.

3.2.6 Dinh ly. Gid sit p la mot s6 thue (1 < p < 2) va d la mot so
nguyén duong. Khi dé hai phdt biéu sau la tuong duong:

(i) E la mot khong gian Banach p-khd tron.

(ii) Vdi moi mdng hiéu martingale {Xpn, Fo,n € N} nhan gid tri
trong B, moi mdng {bn,n € N} cic s6 thuc duong, ¢6 sai phan khong

am va by — 00 khi n — oo, diéeu kién

p
> ElXal” (3.2.11)

ncNd n

kéo theo luat manh so ldn (3.2.1).

Chaing manh. (1) = (ii): D& thay ring néu { Xy, Fn, n € N} 13 mot mang
higu martingale thi véi moi m € N {Xy/(by 4 bm), Fn, 0 € N} ciing
14 mot méng hiéu martingale. Vi vay, kéo theo ((i) = (ii)) dugc suy ra
tit Dinh 1y 1.3.4 v Dinh 1y 3.2.4.

(ii) = (i): Gia st phat biéu (ii) dtng véi mot sd nguyén duong d nao
dé6. Ta sé st dung B6 dé 1.1.10 dé ching minh E 13 mot khong gian
Banach p-kha tron.

That vay, gid st {X;, F;,j = 1} la mot hiéu martingale nhan gia tri
trong E va théa man diéu kien (1.1.2). V6i mdi n € N9, dat by, = ny.
Khi d6 {by,n € N?} 1a mot mang cac s6 thuc duong, ¢6 sai phan khong
am va b, — oo khi n — oo. Hon nita, st dung cach xay duyng mang
hiéu martingale xuat phat tit hieu martingale {X;, F;,j > 1} nhu trong
Vi du 1.2.5, ta thu dugc mang hiéu martingale { Xy, Fn,n € N7} thoa
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méan dang thic

(0.¢]

EllXall? <~ El[Xn, "
> Bl ST B

I’IENd n1:1

Vay nén (1.1.2) kéo theo (3.2.11), do d6 ta nhan dugc luat manh s6 16n
(3.2.1). Diéu nay ciing v6i dang thiic

1 — 1

—D Xj=— ) X

Lo ™ 1<k=n

dam bao rang (1.1.3) dang. Theo B6 dé 1.1.10, E 1a mot khong gian
p-kha tron. [

Trong truong hgp d = 1, Dinh 1y 3.2.6 kéo theo hé qua sau day. He
qua nay da dugc ching minh bdi S. Gan trong [13].

3.2.7 Hé qua. Gid st p la mot so thuc (1 < p < 2). Khi dé hai phat
biéu sau la tuong duong:

(i) E la mot khong gian Banach p-khd tron.

(ii) Voi moi hiéu martingale {X;, F;,j = 1} nhan gid tri trong E va
moi day khong gidm cdc s6 thuc duong {b;,j > 1} théa man b; — oo
khi § — oo, dieu kién

o0

Z IE]|.X; [P -
o0
b?

J=1

kéo theo ludat manh so lon
1 1
0 > X; =0 hee khi i— oo,
=1

Bing viéc st dung Bo dé 1.1.14 va phuong phap ching minh tuong
tu nhu dbi v6i Dinh 1y 3.2.6, ta nhan dudce dinh 1y sau day. Két qua nay
dua ra mot dic trung cua khong gian Banach Rademacher loai p duéi
dang luat manh s6 16n tong quat déi véi mang cac bién ngau nhién doc

lap va ¢6 ky vong bang 0.



61

3.2.8 Dinh ly. Gid sit p la mot s6 thuc (1 < p < 2) va d la mot so
nguyén duong. Khi dé hai phdt biéu sau la tuong duong:

(i) E la mot khong gian Banach Rademacher loai p.

(ii) Vdi moi mdng {Xn,n € N9} cdc bién ngdu nhién doc lap, 6 ky
vong bing 0 va nhan gid tri trong E, moi mdng {by,n € N%} cic s6 thuc
duong, cé sai phan khong am va by — oo khin — oo, dicu kién (3.2.11)
kéo theo luat manh so lon (3.2.1).

3.2.9 Hé qua. Gid st a = (a1, 00,...,0q) € R, p la mot so thuc
(1 <p<2),{Xynce Nd} la mot mdng cdc bién ngau nhién doc lap,
nhan gid tri thuc va cé ky vong bang 0. Khi dé dieu kién

E|Xy|?
2 nga)p <
neNd

kéo theo ludat manh so lon
1
n(a)|

> X0 hce khi n— oo, (3.2.12)
1<k=n

Chaitng minh. Vi {by, = |n(a)|,n € N} la mot mang c6 dang tich ciia
d day céc so thuc duong, khong gidm va khong bi chan nén theo
Nhan xét 3.2.2, né 1a mot mang cac s6 thuc duong, c6 sai phan khong am
va by — 00 khi n — oo. Mat khac, vi R 1a mot khong gian Rademacher
loai 2 nén no ciing la mot khong gian Rademacher loai p véi 1 < p < 2.

Vi vay, Hé qua 3.2.9 dudc suy ra tut Dinh 1y 3.2.8. [

Trong trucng hop p = 2 va a = 1, Hé qua 3.2.9 kéo theo Dinh 1y 2.8
cia T. C. Christofides va R. J. Serfling trong [6].

3.2.10 Chi1 y. Nhan xét 3.2.2 cung vdi Vi du 3.2.3 da chi ra rang néu
{bn,n € N9} 1a mot mang cac s6 thuc duong thi diéu kien {b,,n € N9}
c6 cac sai phan khong am yéu hon diéu kién né 1a mot mang c6 dang

tich ciia d diay khong gidm céac s6 thuc duong. Tuy nhién, He qua 3.2.9
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lai dé cap dén mot truong hop ma {by,n € N} 13 mot dang dic biét
clia mang c6 dang tich ctia d day khong giam cac so thyc duong. Viec
chon mang {by,n € Nd} nhu trong Hé qué 3.2.9 cling ¢6 nhitng han ché
nhat dinh. Nhan xét 3.3.5 ctia muc tiép theo sé cho ta thay diéu nay.

3.3. Luat manh sé 16n dbéi v6i mang cac bién ngau nhién cho
truong hop |n| — oo

Muc nay dudc danh dé thiét lap luat manh s6 16n doi véi mang céc
bién ngau nhién theo gidi han |n| — oo cho c& hai trudng hgp: c6 va
khong c6 diéu kién hinh hoc ctia khong gian Banach.

Dinh 1y sau day md rong luat manh s6 16n Kolmogorov déi véi mang
hiéu martingale va dua ra hai diac trung ctia khong gian Banach p-kha
tron. Ngoai ra, phat biéu (ii) ctia dinh 1§ con chi ra duge sy hoi tu theo
trung binh cap p. Phuong phéap chinh dé ching minh két qua nay la
phuong phap day con (xem [4, tr. 61]).

3.3.1 Dinh ly. Gid st p la mot s6 thue (1 < p < 2) va d la mot sb
nguyén duong. Khi dé cdc phdt biéu sau la tuong duong:

(i) E la mot khong gian Banach p-khd tron.

(il) Vi moi o = (a1, g, ..., ) € Ri va moi mdng hiéu martingale
{Xn, Fo,n € N%} nhan gid tri trong B, diéu kién

> ElXal® (3.3.1)
2 Tnfa)p

kéo theo
max || 5 x|

1=k=n "7 <1<k

n(a)|

(iii) Véi moi mdng hiéu martingale { Xy, Fn,n € Nd} nhan gid tri

— 0 h.c.c. va trong L, khi |n| —oco. (3.3.2)

trong E, dieu kién

E||Xp]?
> ElXul® (3.3.3)

neNd ‘n‘p
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kéo theo ludat manh so lon

Z Xk — 0 h.ce. khi |n| — oc. (3.3.4)

|Il| 1<k=n

Chaing manh. (1) = (ii): V6i mdi k € N7, dat Sy = > _1<1<k X1- Khi dé,
tr (3.3.1) va Dinh 1y 1.3.4 ta c6

RN > B
<m=2* " 131=m 1<1<2
> (I ) <oy
keN? H ok keNd ( H 2147110411)1)
1=1 1=1
coy HAF
leNd

Theo bat dang thiic Markov thi

max || ¥ x|

1=m=2" " 1<1=m
d

H Qkiai

1=1

— 0 h.c.c. va trong £, khi |k| — oco.

V6i mdi n € N?, chon k € N sao cho n € A& Khi d6

13}22“ H 1<2mX1H < 1jmma§2k H 1<Zle”
~
In(a)]

d
H o(ki—1)a
1=1

d manH > Xl”
HQ% 1=m=2" " 1<1<m

i=1 HQk‘al

— 0 h.c.c. va trong L, khi |k| — oo.

Vi vay, ta nhan duge (3.3.2).

(ii) = (iii): Kéo theo nay 1a hién nhien.
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(iii) = (i): Gi4 st phat biéu (iii) ding v6i mot s6 nguyén duong d nao
dé6. Ta sé st dung B6 dé 1.1.10 dé ching minh E 13 mot khong gian
Banach p-kha tron.

That vay, gid st {X;, F;,j = 1} la mot hiéu martingale nhan gia tri
trong E va thoa man diéu kien (1.1.2). Stt dung cach xay dung méang
hiéu martingale xuat phat tit hieu martingale {X;, F;,j > 1} nhu trong
Vi du 1.2.5, ta thu dugc mang hiéu martingale { Xy, Fn,n € N7} thoa

méan déng thic
(0. ¢]

El[Xal? _ < EllXn, "
> Bl s EL

neNd ny=1
Dicéu nay cung véi (1.1.2) ddm bdo rang (3.3.4) dung. Khi do, véi viee
chon ng =ng = ... = ng = 1 va cho n; — oo, ta nhan duge (1.1.3). Theo
Bo6 dé 1.1.10, E 1a mot khong gian p-kha tron. O]

Dinh 1y 3.3.1 tong quat Dinh 1y 4 ctia W. A. Woyczytiski trong [64].
Trong truong hop {Xn, n € N9} 1a mot mang cac bién ngau nhien doc
lap va ¢6 ky vong bang 0, Dinh 1y 3.3.1 kéo theo hé qua sau day:

3.3.2 Hé qua. Gid st o = (a1, 9, ...,q4) € Ri, {Xn,n € N} la mot
mdng cdc bién ngau nhién doc lap, cé ky vong bang 0 va nhan gid tri
trong khong gian Banach p-khd tron (1 < p < 2). Khi dé diéu kién
(3.3.1) kéo theo (3.3.2).

Vi duong thang thiyc R 13 mot khong gian Banach p-kha tron véi
1 < p < 2nén He qua 3.3.2 kéo theo hé qua sau day:

3.3.3 He qua. Gid st a = (a1,a9,...,aq) € R, p la mot s6 thuc
(1 <p<2), {Xn,n e N} la mot mdng cic bién ngdu nhién doc ldp,
nhan gid tri thuc va cé ky vong bang 0. Khi dé diéu kién

Z E|Xn " < 00

2~ Tnfa)l?
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kéo theo ludat manh so lon

Z Xk — 0 h.ce. khi |n| — oo. (3.3.5)

1<k=<n

()
Vi du sau sé chi ra mot truong hop ma ta nhan duge (3.3.5) nho sit
dung Hé qua 3.3.3.
3.3.4 Vidu. Giasip=2, a=1,{Xp,n e Nd} 14 mot mang cac bién
ngau nhién doc 1ap va c6 phan phoi xac suat

P(Xp = —|n|"*) = P(X, = |n|'/*) ==, neN~

N |

Khi d6 {Xn,n € N} 1a mot mang cac bién ngau nhién doc lap, nhan
gia tri thuc, c6 ky vong bang 0 va

Z E!X \p Z |n|

Do vay, luat manh sé 16n (3.3.5) dugc suy ra tit He qua 3.3.3.

1/2

3.3.5 Nhan xét. Lién quan dén hai loai giéi han |n| — oo va n — oo,
ta thay rang két luan (3.3.5) kéo theo két luan (3.2.12) va diéu nguge
lai khong dang khi d > 1. Diéu nay cung v6i Vi du 3.3.4 ddm bdo rang
Hé qua 3.3.3 thuc su manh hon Hé qua 3.2.9. Hon nita, ta khang dinh
duge He qua 3.3.3 khong chi tong quat ma con manh hon Dinh 1y 2.8 ctia
T. C. Christofides va R. J. Serfling trong [6].

Chu ¥ ring Hée qua 3.3.3 c6 theé tiép tuc dudec mdé rong. Van dé nay
s¢ dugc dé cap trong He qua 3.3.17 ciia phan tiép theo.

Dinh Iy sau dua ra diéu kién dé mot mang cac bién ngdu nhién tuan
theo luat manh s6 16n. Két qua nay 1a mot cong cu quan trong dé thiét
lap luat manh s6 16n d6i véi mang cac bién ngau nhién c6 cau tric rang
buodc theo khdi. Tuong tu nhu déi v6i Dinh 1y 3.2.4, trong dinh 1§ nay
khong c6 cac gia thiét vé cau tric ciia mang cac bién ngau nhién va tinh

chat hinh hoc ctia khong gian Banach.
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3.3.6 Dinh ly. Gid sit ¢ la mot s6 thuc (¢ > 1), {Xn,n € N} la mot
mdng cdc bién ngau nhién nhan gid tri trong mot khong gian Banach
thuc va khd ly, ®1(.), ®2(.),..., ®4(.) la nhing ham nhan gia tri duong,

khong giam va khong bi chan trén tap (0,00) thoa man

sup ((ch (27) ) - 3 (ﬁ@i@‘%“))) < . (3.3.6)

d
neNy 0<k=n i=1
Khi do dieu kién

(Hcp 2”““) p(2m) 1" Q/QZ max H Z XtH—>O (3.3.7)

1 A(m)
<t<l

h.c.c. khi |m| — oo kéo theo

d —
(ITitm) Wm) 13" X 50 hee ki o) > co. (33.8)

1=<k=<n
Chatng minh. Véi m € N¢, dit

= (TTo) G S || 5 xi)

; leA
=1 ri™ <=1

Tu (3 3.7) va Bo dé 3.1.10 ta nhan duge

(ch (2 ) 12(1%[@(2’%“))%%0 h.c.c. khi |m|—o0o. (3.3.9)

0=<k<m =1
Vé6i mdi n € N¢, chon m € Ng sao cho n € A Khi d6

-1

o< (o) "™ ¥

i=1 1=k=n

d B d g—1
< (TTot) (o)™ S (T @2 (0299)

i—1 0<k<m i=1

<( @(2”%))_1 3 (f[w’ff“))wk. (3.3.10)

1=1 0=<k=m =1



67

Két luan (3.3.8) dugc suy ra tur (3.3.9) va (3.3.10). O

Hé qua sau day la mot truong hgp riéng ctia Dinh 1y 3.3.6 khi A,
la “khéi nhi thic” (Ap = {k : 21 <k < 2"}, n € N%) va diéu kien
(3.3.6) dugc thay thé bdi hai dieu kien yéu hon. Hai diéu kien d6 duge
gidi thiéu béi F. Moricz, U. Stadtmiiller va M. Thalmaier trong [38].

3.3.7 Hé qua. Gid st {Xn,n € N9} la mot mdng cdc bién ngdu nhién
nhan gid tri trong mot khong gian Banach thuc va khd ly, ®1(.), ®2(.),...,
®4(.) la nhiing ham nhan gia tri duong, khong gidm va khong bi chan

trén tap (0,00) théa man

I 2 o 1<i<d (3.3.11)
im sup ———— < 00, ( , 3.
el T ®,(27) SO

P, 2j+1
lim inf 212 >1, 1<i<d (3.3.12)
j—00 (I)i(2]>

Khi do dieu kién

d
<H <I>Z~(2mi+1)) max
e 2m<k~<2mt!

kéo theo ludat manh so lon

ZX1H 0 hecc. khi jm| =00 (3.3.13)
2M <1<k

d
(H@i(ni)yl 3 X0 hee i o] oo (33.14)
1=1 1<k=n

Chiing minh. D& thay ring véi viec chon w(n) = 277! (n € N%) thi
((3.3.13) = (3.3.14)) dugc suy ra tur ((3.3.7) = (3.3.8)). Do d6, ta chi can
chitng minh hai diéu kien (3.3.11) va (3.3.12) kéo theo diéu kien (3.3.6).

That vay, gia st (3.3.11) va (3.3.12) ding. Trudc hét ta sé chi ra rang
v6i moi s6 nguyen duong i (1 < ¢ < d), ton tai mot hiang s6 duong C

sao cho

®;(277T1) — @;(27) = C d;(2711), j > 0. (3.3.15)
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Dicu nay sé dugce ching minh bang phan chiing. Gia st (3.3.15) khong
ding. Khi d6 ton tai mot s6 nguyén duong iy (1 < ip < d) sao cho véi

moi ¢ > 1, ton tai mot so6 tu nhién j; sao cho

(I)io(z?t_'_l) o (I)io(2jt) < ¥®i0(2]t+1)7

do do
d, (27+1 1P, (27t
lim me.) < 1+ liminf (—M> (3.3.16)
t—00 q)io(zh) t—oo \1 (I)Z'O(th)
Mit khac, theo diéu kién (3.3.11) thi
1P, 2jt+1
lim inf (-M) —0. (3.3.17)
tooo \t P; (27¢)
Két hop (3.3.16) va (3.3.17) ta nhan duge
d, (271
lim inf i )

t—o00 (I)io(th) h
Diéu nay mau thuan véi (3.3.12), hay (3.3.15) dung. Khi d6, v6i moi sb
nguyen duong i (1 < i < d) va v6i moi n; = 0,

1 : 1 ®;(2mth
P; 97+1 A —
@) < 5

dieu nay cung v6i (3.3.11) ddm bao rang

1 :
} :<I>- j+1
B (@(2“) — i(2 )) = oo
j:

Vi vay, (3.3.6) dang. O

Phan chitng minh trén da khang dinh dugc (3.3.11) va (3.3.12) kéo
theo (3.3.6). Mdi quan hé nay 1a co s6 cho Nhan xét 3.3.15 trong phan tiép
theo. Bay gio ta sé chi ra (3.3.6) thyc sy yéu hon (3.3.11) va (3.3.12). Vi
du sau day sé cho ta thay rang tir (3.3.6) khong thé suy ra duge (3.3.12).
3.3.8 Vidu. V6iméi x >0val<i<d, dat

B,() 2 néu 0 <z <1,
L) = 20 p
' 220V +(=1)"" &y 4 > 1,
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trong d6 (9 1a mot s6 tu nhien théa man 27 < p < 2+ Khi do,
v6i moi 1 <7 < d, ®;(.) 1a mot ham nhan gia tri duong, khong giam va
khong bi chan trén tap (0, 00) théa man
; J
;(21) + ®;(22) + ... + ©; (27 _ 1 Z 92(s+1)+(—1)*"!
D, (27) 92j+(—1)7

s=0
16 <
8 .
<E 504 <o (j20),
S=

do do diéu kien (3.3.6) dugce théa man. Tuy nhién, dieu kién (3.3.12)
khong duge thoéa man vi
®; (27 {16 néu j 1a mot sé 18,
P;(27) 1 néu j la mot s6 chin
3.3.9 Nhan xét. Néu @1(.), ®2(.),..., P4(.) 12 nhitng ham nhan gia tri
duong trén tap (0, 0o) thi hai diéu kien (3.3.11) va (3.3.12) dugc kéo theo
tr hai dieu kién sau day:
(I)Z,(Qj—i—l)
=0 ®i(2)
Chi ¥ rang, trong truong hop d = 1, hai diéu kién trén da dugce st
dung bdi A. Rosalsky va Lé Van Thanh trong [54].

(1<i<d).

d.(27+1
< 00, inf a )

—>1 1 << d.
20 @) '

He qua tiép theo dugc suy ra tryc tiép tit He qué 3.3.7 khi ®;(z) = 2%
(x> 0,07 >0, 1 <i<d). Truong hop {Xn, n € N} 1a mot méang céc
bién ngau nhién nhan gia tri thue, he qua nay da dugc ching minh bdi
Lé Van Thanh (xem [61, Dinh 1y 2.1]).

3.3.10 Hé qua. Gid stt o = (a1, 9, ..., 0q) € RE, { X, n € N9} la mot
mdng cdc bién ngau nhién nhan gid tri trong mot khong gian Banach
thue va khd ly. Khi dé dieu kién

L
2™ ()| 2 <k<2m

S X1H—>0 h.c.c. khi [m| = oo

2m <1<k

kéo theo luat manh s6 lén (3.3.5).
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Hé qua tiép theo dua ra diéu kien dé mot mang hiéu martingale nhan
gia tri trong khong gian Banach tuan theo luat manh s6 16n.
3.3.11 Hé qua. Gid st q la mot so thuc (¢ > 1), {Xq, Fa,n € N} la
mot mang hiéu martingale nhan gid tri trong mot khong gian Banach
thuc va khd ly, ®1(.), ®2(.),..., ®4(.) la nhing ham nhan gid tri duong,
khong gidm va khong bi chan trén tap (0,00) théa man hai dieu kién
(3.3.11) wa (3.3.12). Khi dé diéu kién

> ((ﬁq%‘(2m7’“))qEH > X1Hq> < o0 (3.3.18)

meNj =1 2m<1<2m*t

kéo theo luat manh so lon (3.3.14).

Chaing minh. Vi {Xyp, Fo,n € N?} 1a mot mang hieu martingale nén
theo Nhan xét 3.1.2(i) thi {Xn, Fa,n € A™1 ciing 14 mot mang hicu
martingale v6i moi m € Ng. Khi d6, tit Nhan xét 3.1.2(iii), Hé qua 1.3.2
va (3.3.18) ta c6

d 1
Z E((H@i@miﬂ)) max
1=1

> )

meny 2722 S
d —q q
<C Z ((H@i(QmH-l)) ]EH Z XlH ) < 00.
mcNg i=1 2™ <]<2mHt

Diéu nay cing v6i bat dang thiic Markov dam béo rang diéu kien (3.3.13)
cia Hé qué 3.3.7 dugc théa méan. Vi vay, ta nhan duge (3.3.14). O

Cac két qua tiép theo la nhitng truong hop riéng ctia Dinh 1y 3.3.6
khi ta bo sung cac gia thiét vé cau tric ctia mang cac bién ngau nhién
va tinh chat hinh hoc ctia khong gian Banach.

Dinh Iy sau day md rong luat manh s6 16n Brunk-Prokhorov cho mang
hiéu martingale theo khéi va nhan gia tri trong khong gian Banach p-kha
tron. Trong truong hop p = ¢, két qua nayy md rong luat manh sé 16n

Kolmogorov cho mang hiéu martingale theo khoi.
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3.3.12 Dinh 1y. Gid st q la mot s6 thuce (¢ = 1), {Xpn, Fo,n € N} g
mot mang hiéu martingale theo khoi doi vdi cac khoi {Ak,k € Nd} va
nhan gia tri trong mot khong gian Banach p-khd tron (1 < p < 2), ®1(.),
®o(.),..., ®4(.) la nhing ham nhan gid tri duong, khong gidm va khong
bi chan trén tap (0,00) théa man dieu kién (3.3.6).

(i) Néu

d
Z ((H @i(ni))_q|n|maX{Q/p;1}—1 EHXan> < 00 (3.3.19)
1=1

neN?
thi (3.3.8) ding.
(ii) Néu

d —
Z ((Hq)l(nz)) q(¢(n))q_l‘n‘maX{q/p;l}1EHXan) < 00 (3320)

neN¢ 1=1
thi (3.3.14) ding.

Chaing minh. (1) V6i mdi m € N¢, dat
d
Ym = (H(I)Z(Qmﬁ_l)) ( 2rn 1 ¢ /q Z max H Z XtH

- | leay”
=1 ™ <=1

Khi d6 theo bat dang thic Holder, Nhan xét 3.1.2 va Dinh 1y 1.3.4 thi

o ([o ) e 25 ms | 3 )
i—1 keA

leAl™

r{™ <=1
d q—
- d(A
< (Hq)i@miﬂ)) q (Car ( m)q)_1 ( max H Z XtH)
1=1 (¢(2m)) keA IGA(m) ™) <t<1
d J—
C(H(I)i(Zmi_H)) q|2m|max{q/p;1}—1 Z Z EHXlHq
=1 keAn IEAl((m)

d —
<C Z ((Hq)z(kz)) q|k|maX{Q/p;1}—1 EHXqu)

2m<k<2mHt i=1
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Dicu nay két hop vdi (3.3.19) dam béo rang ZmeNg Evd, < oo. Vi vay
(3.3.7) ding, do do6 tit Dinh 1y 3.3.6 ta nhan dugce (3.3.8).
(ii) V6i m € N¢, dat

d J—
Tm = (Hq)i@miﬂ)) 1 Z mafﬁ)” (Z XtH'
Iy

i=1 ke, 1€AK

Khi dé

d

<C ) ((Hq%(’fﬁ)_q(so<k>)q‘1|k|max{q/p;1}—1Euxk|\Q>.
2m<k<2™ftt o=l

T (3.3.20) ta co ZmeNg Eqyy < 00, do d6 Y — 0 h.c.c. khi |m| — oo.
Két luan (3.3.14) dugc suy ra tit Dinh 1y 3.3.6. O

Hé qué sau day dugc suy ra truc tiép tit Dinh 1y 3.3.12 va la dang
nhiéu chiéu ctia Dinh 1y 3.1(a) trong [66]. Trong truong hop d = 1 va
{X,,n > 1} 1a mot day cac bién ngdu nhién doc lap, nhan gia tri thyc
va ¢6 ky vong bang 0, hé qua nay kéo theo luat manh s6 16n Brunk-
Prokhorov (xem H. D. Brunk [2] va Y. V. Prokhorov [41]).

3.3.13 Hé qua. Gid st { Xy, Fa,n € N} 16 mot mdng hiéu martingale
nhan gia tri trong mot khong gian Banach p-khd tron (1 < p < 2), q la
mot so thuc (¢ = p). Khi dé diéu kién

ElLXall
Z ‘n‘q—kl—q/p < 0

neNd
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kéo theo ludat manh so lon

ﬁlg{;n)ﬁ( — 0 h.c.c. khi |n| — oc.

Hé qua sau day dugce suy ra tit Dinh 1y 3.3.12 trong truong hop E = R,
q=2va®i(x) =2a% (x >0, >0, 1 <i<d). Hé qua nay kéo theo
Dinh 1y 3.1 trong [49] khi d = 2, o = 1, { Xy, n € N?} 1a mot mang cac
bién ngau nhién doc lap theo khoi va c¢6 k¥ vong bang 0. Ngoai ra, phat
biéu (i) ctia hé qua con tong quat Dinh 1y 3.1 trong [50].

3.3.14 Hé qua. Gid st a = (a1, 2, ...,aq) € Ri, {Xn, Fo,n € N} la
mot mang hiéu martingale theo khoi doi vdi cac khoi {Ak,k € Nd} va
nhan gia tri thuc.

(i) Néu

E|X,|?
Z!\

nENd

thi

1
Xk = 0 h.cc khi |n|— oc.
n(a)] ()" 1;

(ii) Néu
3 p(n IE|X °
neN? |n
thi
1 .
(o)) Z Xk — 0 h.c.e. khi |n| — oo.
a

1<k=<n

3.3.15 Nhan xét. F. Moricz, U. Stadtmiiller va M. Thalmaier trong
[38] da thiét lap mot bat dang thiic cyc dai ddi v6i mang céc bién ngiu
nhién M-phu thuoc (xem [38, B6 dé 3]) va thu duge diéu kien dé mot
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mang cic bién ngau nhién M-phu thuoc theo khdi ddi v6i cac “khéi nhi
thitc” (Ap = {k: 2" <k < 27}, n € N%) tuan theo luat manh s6 16n

d
~1
(H@Z(nl)) Z Xk — 0 h.c.c. khi n — oo,
=1

1<k=n
trong do ®1(.), P2(.),..., P4(.) 1& nhitng ham nhan gia tri duong, tang
ngit va khong bi chan trén tap (0,00) thoa man hai diéu kien (3.3.11)
va (3.3.12) (xem [38, Dinh Iy 1]). Mat khac, trong phan ching minh ctia
He qua 3.3.7 va Vi du 3.3.8, ta da chi ra dieu kien (3.3.6) thuc sy yéu
hon hai diéu kién (3.3.11) va (3.3.12). Hon nita, theo Nhan xét 1.1.4, néu
méang {ry,n € Nd} C R hoi tu t6i « khi [n| — oo thi né cing hoi tu
t6i « khi n — 00 va supyene |2n| < co. Tt nhitng lap luan nay cting véi
phuong phap chitng minh tuong ty nhu déi v6i Dinh 1y 3.3.12, trong dé
thay thé viéc sit dung Dinh 1y 1.3.4 bdi B dé 3 trong [38], ta c6 thé mé
rong Dinh 1y 1 trong [38] cho trudng hgp mang M-phu thudc theo khoi

ddi v6i cac khoi tong quat va theo gisi han |n| — oo.

Dinh 1y tiép theo md rong luat manh sé6 16n Brunk-Prokhorov cho
mang cac bién ngau nhién doc lap theo khdi va nhan gia tri trong khong
gian Banach Rademacher loai p. Phuong phap chiing minh két qué nay
14 hoan toan tuong tiy nhu déi véi Dinh 1y 3.3.12, trong do6 thay thé
viéc st dung Dinh 1y 1.3.4 béi Dinh 1y 1.3.6. Két qud ndy md rong
Dinh 1y 3.1 trong [54] va Dinh ly 3.1(a) trong [65].

3.3.16 Dinh 1y. Gid st q la mot s6 thue (g > 1), {Xn,n € Nd} la mot
mdng cdc bién ngau nhién cé ky vong bang 0, doc lap theo khoi doi vdi
cic khoi {Ak,k € Nd} va nhan gia tri trong mot khong gian Banach
Rademacher logi p (1 < p < 2), ®1(.), P2(.),..., ®4(.) la nhing ham
nhan gia tri duong, khong giam va khong bi chan trén tap (0,00) théa
man dieu kién (3.3.6). Khi dé hai phat bieu (1) wva (ii) trong
Dinh ly 3.3.12 ding.
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Vi dudng thang thuc R 14 mot khong gian Rademacher loai p véi
1 < p < 2nén Dinh 1y 3.3.16 kéo theo hé qua sau day:

3.3.17 Hé qua. Gid st o = (a1, a9,...,04) € RL, p la mot s6 thuc
(1 < p <2), {Xn,n € N la mot ming cic bién ngau nhién nhan
gid tri thuc, cé ky vong bang 0 va doc lap theo khoi doi vdi cdc khoi
{Ax.k € N?}. Khi d6 diéu kién
—1
(e(n))" E[Xy

) e Y T

neNd

kéo theo ludat manh so lon
1
n(a)]

Z Xk = 0 h.cc. khi |n| — oo.

1<k=n

Luat s6 16n dang luat s6 16n Rademacher-Menshov déi véi mang cac
bién ngau nhién tua truc giao da duge thiét lap bdi F. Méricz trong
[37]. Sau d6, dang luat s6 16n nay da duge tiép tuc nghién citu bdi
F. Moricz, K. L. Su va R. L. Taylor trong [39], A. Rosalsky va Lé Van
Thanh trong [53] cho mang céc bién ngau nhién p-tryc giao nhan gia
tri trong khong gian Rademacher loai p, va bdi A. Rosalsky va Lé Van
Thanh trong [54] cho day céc bién ngdu nhién p-tryc giao theo khoi.

Dinh 1y sau day thiét lap luat s6 16n dang luat s6 16n Rademacher-
Menshov déi v6i mang cac bién ngau nhién p-tryc giao theo khdi va
nhan gia tri trong khong gian Banach Rademacher loai p. Két qua nay

md rong Dinh 1y 3.1 trong [39] va Dinh 1y 3.3 trong [54].

3.3.18 Dinh 1y. Gid st { Xy, n € N} la mot mdng cdc bién ngau nhién
p-truc giao theo khoi doi vdi cac khoi {Ak, k € Nd} va nhan gia tri trong
mot khong gian Banach Rademacher loaip (1 < p < 2), ®1(.), P2(.),...,
®4(.) la nhing ham nhan gia tri duong, khong gidm va khong bi chan trén
tap (0,00) théa man dicu kien (3.3.6).
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(i) Néu
d .
> ((Hq)i(”i)) [ [(togs niy? EIIXan> < 00 (3.3.21)
neNd =1 i=1
thi
d —
(TT ) W) Y X 50 hee ki o] > co. (3.3.22)
i=1 1<k=n
(ii) Néu
d p . d
D ((H@(m)) (¢(m))” H(loggn»pEHXnnp) <
neNd =1 1=1

thi (3.3.14) diing.

Chiing minh. Vi phuong phap ching minh (i) va (ii) la gidng nhau nén
ta chi chitng minh (i).
V6i méi m € NY, dat
d
Ym = (H(I)i(QmiH)) (v(2™)) =p)/p Z max H Z XtH.

- ey o)
=1 ™ <t <1

Theo bat dang thiic Holder, Nhan xét 3.1.7 va Bo dé 3.1.9 thi

o < ([T w0
1=1

)
p m

d p d
C(H‘I’z’(Qmi“)) > (H(logz 3 EHXIHP)
=1

keA,, =1 IEAI((m)
d L,
<c ¥ ((TT#6) "Towkr Elxdr)
2m<k~<2m+t =1 =1

Tir (3.3.21) ta ¢6 D Eqfy < 00, do d6 m — 0 h.c.c. khi m — co.
Két luan (3.3.22) duge suy ra tit Dinh 1y 3.3.6. O
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3.4. Két luan ctia Chuong 3

Trong chuong nay, luan an da gidi quyét duge nhitng van dé sau:

- Dua ra hai diéu kién dé mot mang cac bién ngau nhién bat ky, nhan
gia tri trong mot khong gian Banach tiuy ¥ tuan theo luat manh s6 16n
cho hai truong hgp n — oo va |n| — oo;

- Dua ra mot s6 dic trung ctia khong gian Banach p-kha tron va
khong gian Banach Rademacher loai p duéi dang luat manh s6 16n déi
v6i mang céc bién ngau nhién;

- Thiét 1ap mot s6 luat manh s6 16n déi véi mang cac bién ngau nhién

c6 cau trac rang budc theo khoi.
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KET LUAN CHUNG VA KIEN NGHI

1. Két luan chung
Luan an da thu dudc cac két qua chinh sau day:

- Thiét lap bat dang thic cuc dai dang bat dang thic Doob dbi
v6i mang hieu martingale va bat déng thiic cuc dai dang bat dang thic
Hajek-Rényi d6i v6i mang cic bién ngau nhién bat ky, nhan gia tri trong
khong gian Banach;

- Thiét lap tieu chuan hoi tu suy bién va luat yéu sé 16n Kolmogorov-
Feller d6i v6i mang phit hop va mang phit hgp theo hang, nhan gia tri
trong khong gian Banach p-kha tron;

- Dua ra cac dac trung ctia khong gian Banach p-kha tron va khong
gian Banach Rademacher loai p duéi dang bat déng thitc moment va
luat manh s6 16n déi véi mang cac bién ngau nhién;

- Dua ra cac diéu kién dé mot mang cac bién ngau nhién bat ky, nhan
gia tri trong mot khong gian Banach tlly ¥ tuan theo luat manh s6 16n
cho hai truong hop n — oo va |n| — oo;

- Thiét 1ap luat manh s6 16n déi v6i mang cac bién ngau nhién c6 cau

tric rang budc theo khoi.

2. Kién nghi vé nhitng huéng nghién ciu tiép theo

Trong thoi gian t6i, ching toi du dinh nghién citu cac van dé sau day:
- Luat s6 16n déi v6i mang cac bién ngau nhién nhan gia tri tap hodc
mang cac bién ngau nhién nhan gia tri mo;

- Dinh Iy gi6i han trung tam ddi véi day v mang cac bién ngau nhieén.
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